Untersuchungen iiber die Grundlagen der
pct-Theorie von Saharon Shelah

Dem Fachbereich Mathematik
der Universitat Hannover vorgelegte

Dissertation
zur Erlangung des Grades
Doktor der Naturwissenschaften,
Dr. rer. nat.,

von Dipl.-Math. Edmund Weitz,
geboren am 23.12.65 in Peine.

Januar 1996



Inhaltsverzeichnis

1

2

3

Einfithrung
Mengentheoretische Schreibweisen

Ordinalfunktionen

3.1 Reduktion von Relationen auf ein Ideal . . . . . . ... ... ...
3.2 Suprema und Kofinalitat . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
3.3 ~-rapide Folgen und der Hauptsatz der pcf-Theorie . . . . . . ..

Der pcf-Operator und das Ideal J_,(a)
4.1 Definition von pcf und einfache Eigenschaften . . . . . . . . . ..
42 Dasldeal J_\(a) . . . . . ...

4.3 Das Maximum von pef(a) . . . . .. ...

Elementare Unterstrukturen von H(©)

5.1 DieMengen H(O) . . . . . . . .. .. o
5.2 Absolutheit . . . . .. ...
5.3 Approximationsfolgen . . . . . . .. ..o
5.4 Die Skolemhiillein H©) . . . .. ... ... ... ... ... ..
5.5 Eine Alternative zu H(©) . . . . . . . ... ... L.

,Kontrollierte*“ Approximationsfolgen

6.1 Spezielle Folgen und Kontrollfunktionen . . . . . . ... .. ...
6.2 Ein strukturelles Ergebnis iiber pcf(a) . . . ... ...
6.3 Das Supremum von pcf (a) .. ... ..o
6.4 Kofinalitat bzgl. C . . . . . .. ..o o

Grundmengen, die nicht progressiv sind

7.1 Schwach progressive Mengen . . . . . . . ... ... ... .....
7.2 Die Ideale J,(b) und J25(a) . . . . . ...

<A
7.3 Intervallein pef(a) . . . . ... oo

Anhang

25
25
28
33

37
37
38
43
46
49

54
o4
o8
60
64

68
68
73
84

90



1 Einfiihrung

Zu den wichtigsten Problemen der Mengenlehre in diesem Jahrhundert gehorten
die, die sich mit der Exponentiation von Kardinalzahlen befafiten. Die &lteste,
schon von Cantor 1883 aufgeworfene Frage war die, ob die Méchtigkeit des Kon-
tinuums die kleinste iiberabzahlbare Kardinalitit ist. Verallgemeinert wird diese

Vermutung durch die Frage, ob die allgemeine Kontinuumshypothese (GCH)
Va € ON QNQ - Na+1

aus den Axiomen der Mengenlehre (ZFC) folgt.

Godels Untersuchung des konstruktiblen Universums (1938) und Cohens Forcing-
Methode (1963) zeigten schlieBlich, da GCH in ZFC weder beweisbar noch wi-
derlegbar ist. Easton zeigte 1964 sogar noch mehr — n&mlich, daf man, ohne
einen Widerspruch zu ZFC zu erhalten, den Verlauf der Kontinuumsfunktion 2~
fiir regulére x beliebig vorschreiben kann, wenn man dabei nur beachtet, dafl
diese Funktion monoton sein mufl und den Satz von Konig nicht verletzen darf.
(Die genaue Formulierung dieses Resultates findet sich z.B. in [Jel, p. 192-197].)
Silver zeigte 1973, dafl sich das Resultat von Easton nicht auf singuldre Kardi-
nalzahlen verallgemeinern 148t. Mit anderen Worten: Die Kontinuumsfunktion
gehorcht auf singuldren Werten aufler der Monotonie und dem Satz von Koénig
noch weiteren Gesetzen. Die Suche nach einem Regelwerk, das das Verhalten die-
ser Funktion vollstdndig beschreibt, ist noch nicht abgeschlossen. (Dies ist das
sogenannte Singular Cardinals Problem.)

Die Resultate von Silver und die kurz danach bewiesenen Sitze von Galvin und
Hajnal, die in dieselbe Richtung wiesen, galten nur fiir singulére Kardinalzahlen
von iiberabzéhlbarer Kofinalitdt. Die ersten Ergebnisse {iber Werte mit abzihl-

barer Kofinalitit lieferte Saharon Shelah, darunter sehr iiberraschende wie z.B.
(Vn <w 2% < R,) = 2% <R,

Shelah benutzte zum Beweis seiner Sétze eine starke Verallgemeinerung der Me-
thoden von Galvin und Hajnal, die inzwischen als ,,pct-Theorie* bekannt gewor-
den ist und bereits Anwendungen auch in anderen Bereichen der Mathematik

(etwa Topologie und Modelltheorie) fand.



Shelah schldgt vor (z.B. [Shb, xiii]), statt der klassischen Kardinalzahlarithme-
tik die Untersuchung der pcf-Struktur zu betreiben, da diese offenbar wesentlich
schwieriger durch Forcing zu verdndern ist als etwa die Kontinuumsfunktion. Al-
lerdings sind alle bisherigen Darstellungen der Theorie (besonders erwédhnenswert
sind hier [BM] und Shelahs Buch [Sh5|) sehr anwendungsorientiert, die vorges-
tellten Begriffe werden héufig nur soweit entwickelt und untersucht, wie es fiir die
jeweilige Fragestellung notwendig ist. In dieser Arbeit versuche ich, mich von den
intendierten Anwendungen zu 16sen und stattdessen bestimmte pcf-Theoreme zu
verallgemeinern oder die Motivation fiir das Definieren bestimmter Begriffe ge-
nauer zu untersuchen. Haufig fiihrt dies wiederum zu klareren Darstellungen und
einfacheren Beweisen innerhalb der bereits bekannten Theorie.

Im dritten Kapitel untersuchen wir zunéchst Produkte beliebiger Ordinalzahlen,
wahrend sich die pcf-Theorie im allgemeinen auf Produkte regulérer Kardinal-
zahlen beschréankt. In den ersten beiden Abschnitten definieren wir die wich-
tigsten Begriffe, zeigen einige einfache Konsequenzen der Existenz der ,wahren
Kofinalitdt“ und geben ein allgemeines Transferprinzip an, das dazu dient, Kofi-
nalitdten auf andere Produkte zu iibertragen. Im dritten Abschnitt {ibernehmen
wir aus [Je3] den Begriff der ,~y-rapiden® Folgen und zeigen, wie wir mit ihrer
Hilfe den Hauptsatz der pcf-Theorie verallgemeinern und sehr einfach beweisen
konnen. Ein dhnliches Verfahren werden wir noch einmal in Abschnitt 7.3 anwen-
den, um einen Darstellungssatz der pcf-Theorie zu beweisen.

Im vierten Kapitel gehen wir dann iiber zu Produkten iiber progressive Men-
gen regulérer Kardinalzahlen. Das wesentliche Thema ist hier das Ideal J_,(a).
Nach der Definition des pcf-Operators fithren wir die , A-méchtigen“ und die ,, \-
gerichteten“ Ideale ein und zeigen verschiedene Maglichkeiten, das Ideal J_,(a)
zu charakterisieren. Diese Untersuchungen fithren (zusammen mit den Methoden
aus dem dritten Kapitel) im dritten Abschnitt dieses Kapitels zu einem neuen,
kombinatorischen Beweis der Existenz eines Maximums von pcf(a).

Im fiinften Kapitel stellen wir die Menge H(©) vor und entwickeln den bekannten
Begriff der Absolutheit von Formeln weit genug, um das wesentliche Beweisprin-
zip in Shelahs H(©)-Methode anhand dreier Beispiele vorstellen zu kénnen. Im
dritten Abschnitt des Kapitels fithren wir den Begriff der , charakterisierenden

Folgen®“ ein und zeigen, wie diese Folgen die Ordinalzahlabschnitte bestimmter



Strukturen determinieren. Der vierte Abschnitt macht die Bedeutung einer Woh-
lordnung auf H(©) fiir die Eindeutigkeit der Skolem-Hiille klar und zeigt damit,
da wir Erweiterungen an elementaren Unterstrukturen von H(©) vornehmen
konnen, ohne ihre charakteristischen Funktionen zu sehr zu verédndern. Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels geht kurz auf die kombinatorischen Grundlagen der
H(O)-Methodik ein und deutet an, daf man gegebenenfalls auch auf sie verzich-
ten konnte — dafiir aber einiges an Eleganz und Kiirze verlore.

Im folgenden Kapitel stellen wir einen Satz aus [Sh5| vor, der zeigt, wie man
mit Hilfe von ,, Kontrollfunktionen“ die charakteristischen Funktionen bestimmter
Unterstrukturen von H(©) vorherbestimmen kann. Wir benutzen diese Kontroll-
funktionen zusammen mit unseren charakterisierenden Folgen aus dem fiinften
Kapitel, um neue, kurze Beweise fiir zwei Abschitzungssétze der pcf-Theorie
anzugeben. Im zweiten Abschnitt zitieren wir auflerdem ein Resultat iiber die
Struktur von pcf(a), das fiir das letzte Kapitel benotigt wird.

Im siebten Kapitel versuchen wir, uns von progressiven Grundmengen zu losen.
Im ersten Abschnitt stellen wir ,;schwach progressive“ Mengen vor und zeigen,
daB die pcf-Theorie auch auf diese Mengen anwendbar ist. Im zweiten Abschnitt
betrachten wir, einem Ansatz von Shelah folgend, Grundmengen, die gewisser-
maflen ,noch weniger als schwach progressiv® sind, die aber dafiir von der Form
pcf(a), a progressiv, sind. Auch hier ist ein Grofteil der Theorie anwendbar. Zum
Schlufl beweisen wir Shelahs Resultat tiber die Lange von Intervallen in pcf(a) in
allgemeiner Form. Durch den Lokalisierungssatz aus dem zweiten Abschnitt und

die Verallgemeinerung eines Ergebnisses aus [Je2] wird der Beweis sehr einfach
und klar.

Herrn Prof. Dr. Karsten Steffens danke ich besonders fiir die Betreuung wahrend
der Zeit des Entstehens dieser Dissertation. Mit Anregungen und kritischem Hin-
terfragen in vielen Gespriachen und Diskussionen unterstiitzte er mich in meinem
Vorgehen. Ebenso danke ich Dr. Michael Holz fiir kollegiale Zusammenarbeit und
konstruktive Kritik sowie Prof. Dr. Saharon Shelah fiir zwei produktive Gespréche

in Halle bzw. Haifa und fiir die Hinweise, die er mir per E-Mail tibermittelte (s.
Anhang).



2 Mengentheoretische Schreibweisen

Die hier verwendeten Schreibweisen und Symbole entsprechen im allgemeinen
denen aus [Jel]. Auf einige Abweichungen werden wir im folgenden eingehen.
(Alle in dieser Arbeit definierten Symbole und Begriffe finden sich in einem Index
am Ende des Textes wieder.)

Wir bezeichnen mit ON die Klasse der Ordinalzahlen und mit CN die Klasse der
Kardinalzahlen. V sei die Allklasse.

Ist k = N, eine unendliche Kardinalzahl, so sei k™7 := R, 5 fiir 3 € ON. Ist A

eine Menge von unendlichen Kardinalzahlen, so setzen wir
AP = {7 k€ A}

Statt A1! schreiben wir kiirzer AT,

Ist a eine Ordinalzahl, so sei
cf(a) ;== min{|z| : © C a A supx = supa}.

Damit ist die Kofinalitit auch fiir Nachfolgerzahlen definiert, und es gilt ¢f(0) = 0
und cf(a+1) = 1 fiir alle . Eine Ordinalzahl « heifit regulér, wenn sie unendlich
ist und wenn cf(«) = « gilt. 0 und 1 sind also nicht regulér.

Eine Funktion f von einer Ordinalzahl in ON heifit Normalfunktion oder Nor-
malfolge, wenn sie stetig und streng monoton ist. f heifit kofinal in «, wenn f
eine Normalfunktion und Wb(f) eine unbeschrinkte Teilmenge von « ist.

Sind «, # Ordinalzahlen, so setzen wir

[, Blon :={y€ON:a <~y < g}
la, B)en :i={7 € CN:a <y <}
[, B)reg .= {7 € ON 1« <y < § A 7 regulér}

Analog werden [«, fon, (a, Blon etc. definiert. Ein Intervall regulirer Kar-
dinalzahlen ist eine Menge der Form [, )¢ flir gewisse «, 3 € ON.

Ist A eine Menge, so bezeichnet [ [ A wie tiblich die Menge der Auswahlfunktionen
fiir A, d.h.

HA:: {f : f Funktion A Db(f) =A AVa € A f(a) € a}.
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Ist A C CN, so steht [[ A auch fiir das unendliche Produkt der Kardinalzahlen
in A. Die jeweilige Bedeutung sollte jedoch immer aus dem Kontext hervorgehen.
Die Menge aller Funktionen von A in B bezeichnen wir mit 4B. Die Identitét
auf A ist die Funktion

ids :={(a,a):a € A}.

Ist A eine Menge von Ordinalzahlen, so ist otp(A), der Ordnungstyp von A,
die eindeutig bestimmte Ordinalzahl, die bzgl. € isomorph zu A ist.



3 Ordinalfunktionen

3.1 Reduktion von Relationen auf ein Ideal

Im folgenden sei A eine nichtleere Menge und I ein Ideal auf A, d.h. eine nicht-
leere Menge von Teilmengen von A, die A nicht enthélt und abgeschlossen ist
gegen endliche Vereinigungen und gegen Inklusion. Wir betrachten ein Ideal [
auf A als Maf fiir die Grofle einer Menge — Elemente von [ sind Teilmengen von
A, die so klein sind, dafl man sie vernachldssigen kann: Wir sagen, dafl ¢(a) fiir

fast alle a € A modulo [ gilt, wenn

{a€A:—p(a)},

also die Menge der Ausnahmen, ein Element von [ ist. Den Zusatz ,modulo I
und auch andere Verweise auf das Ideal I werden wir spéater hadufig weglassen,
wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, auf welches Ideal wir uns beziehen.

Die Elemente von
I"'={BCA:B¢I}

bezeichnen wir als die /-positiven Mengen (weil sie im Gegensatz zu den Ideal-
mengen ein echt positives ,MaB*“ haben).

Ein Beispiel fiir diese Bezeichnungsweise ist ,, B C; C* bzw. ,, B ist Teilmenge von
C modulo 7, wobei B und C' Teilmengen von A sind. Dies soll bedeuten, dafl
fiir fast alle a € A modulo I die Implikation a« € B = a € C gilt.
Hauptséchlich interessiert uns diese Sichtweise modulo eines Ideals jedoch in Pro-
dukten von Strukturen, speziell in Produkten von Ordinalzahlen mit der iiblichen
Wohlordnung. Sind f und g Funktionen von A in ON, so schreiben wir f <4 g
(oder einfach f < g, falls klar ist, welche Grundmenge gemeint ist), wenn f auf A
punktweise kleiner als g ist, d.h. wenn f(a) < g(a) fiir alle a € A gilt. Wir sagen,
daB f modulo I kleiner als g ist, in Zeichen f <; g, wenn f fast iiberall modulo

I kleiner als g ist, wenn also

{aeA:=(f(a) <g(a))}

eine Idealmenge ist. Solche Funktionen f nennen wir auch Ordinalfunktionen
auf A, und lassen den Zusatz ,auf A“ weg, wenn klar ist, welche Grundmenge

gemeint ist.



Im folgenden tragen wir die wichtigsten Definitionen und einige grundlegende
Eigenschaften zusammen:
Sei A eine nichtleere Menge, und sei [ ein Ideal auf A. Ferner seien B und C

Teilmengen von A und f und ¢ Ordinalfunktionen auf A. Dann setzen wir:

B(f.9) :={a€ A: f(a) <gla)},
B[f,g] :=={a € A: f(a) < g(a)},
BC,C <= B\Cel,
B=,C <= (B\C)U(C\B)el,
f=rg <= {acA: fla)#gla)} €1,
f<19 = Blgf) el

f<rg:<= Blg, f] €I und

[Sr9g <= (f<ig9) N(f=19).

Bemerkung. Die zuletzt definierte Relation S fillt dabei etwas aus dem Rahmen,
da hier nicht eine Eigenschaft fast {iberall gilt, sondern nur auf einer /-positiven
Menge. Aus Griinden, die weiter unten erldutert werden, nehmen wir sie jedoch

mit auf.

Lemma 3.1. Sei A eine nichtleere Menge und I ein Ideal auf A. Fir alle Teil-
mengen B, C und D von A gilt dann:

(i) B=; B

(i) B=,C = C=/B

(ii) B=CANC=/D = B=;D
(iv) B=C = B=,C

(v) BCr B

(vif BC,CANCC D= BC D
(vii) BCC = B¢, C

(Vlll) B:]C@BQICACQIB



(ix) BC;C = A\CC, A\B
(x) BC;CANCel = Bel

Lemma 3.2. Sei A eine nichtleere Menge und I ein Ideal auf A. Fiir alle Ordi-
nalfunktionen f, g und h auf A gilt dann:

() f=1f
(i) f=r9g = g=1f
(iil) f=rgANg=1h= f=1h
(iv) f=9g = [f=1y9
v) f<if
Vi) f<rghg<if = f=19
(vil) f<rghg<ih = f<;h
(viii) f<g = f<iyg
(ix) fSrg < B(f,g) eI’
(x) ~(f <1 [)
(xi) f<rgNhg<ih= f<ih
(xii) f<g = f<iyg
(xil)) f <19 = f3ryg
(xiv) fSr9g = f<iyg
(xv) f<rgAhNgsih= fzrh

(xvi) f<rghg<rh= f<ih



Bemerkung. Man beachte, dafl C; und <; keine Halbordnungen sind; die Anti-

symmetrie gilt nur modulo /. Ebenso gilt nicht die Beziehung

[<r9g <= (f<i19)AN(f=19).

(Dies ist der Grund fiir die Definition von <;.)
Dieses Problem kénnte man vermeiden, wenn man — wie in der Modelltheorie oder
in der Algebra iiblich — reduzierte Produkte betrachten wiirde. Die hier vorges-

chlagene Vorgehensweise ist jedoch wesentlich praktischer fiir unsere Vorhaben.

Ein Ideal J erweitert ein Ideal I, wenn I C J ist.

Lemma 3.3. Sei A eine nichtleere Menge, I ein Ideal auf A und J ein Ideal auf
A, das I erweitert. Ist o(x) eine Formel und gilt p(a) fir fast alle a € A modulo

I, so gilt dies auch modulo J.

Bemerkung. Damit ,,vererben® sich die oben definierten Relationen =;, C;, <;

und <; auf Erweiterungen J. Dies gilt jedoch im allgemeinen nicht fir <.

Ist M eine Teilmenge von P(A) mit (JM' # A fiir jede endliche Teilmenge
M' von M, so gibt es ein kleinstes Ideal auf A oberhalb von M, das wir mit
(M) bezeichnen. Wir sagen, dafi (M) das Ideal ist, das von M erzeugt wird.

Insbesondere gilt:

Lemma 3.4. Ist A eine nichtleere Menge, I ein Ideal auf A und B eine Teil-
menge von A, so gilt: Es gibt genau dann ein Ideal J auf A mit [ C J und B € J,
wenn A\ B ¢ I ist (d.h. wenn —~(B =; A) gilt).

In diesem Fall existiert I[B] := (I U {B}). Wir sagen, dal B das Ideal I[B] iiber
I erzeugt. Ist B I-positiv, gilt also =(A\ B =; A), so existiert das Ideal I[A\ B,
das wir mit I [ B bezeichnen. Es ist dann auch I N P(B) ein Ideal auf B. Das

folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Idealen her:

Lemma 3.5. Sei A eine nichtleere Menge, I ein Ideal auf A und B € It. Sind
f und g Ordinalfunktionen auf A, so gilt:

f <urB) g <~ f1B <(unP(B)) 9 [ B.

Diese Aussage gilt analog auch fiir die Relationen = und <.



Bemerkung. Ersetzen wir also I durch ein Ideal der Form [ | B, so reden wir
weiterhin iiber Funktionen, die auf ganz A definiert sind, interessieren uns jedoch

nur noch fiir ihre Werte auf B.
Wir fiithren eine weitere abkiirzende Schreibweise ein: Sind f und ¢ Funktionen
von der Menge A in ON und ist B C A, so setzen wir

f=pg <= Ya€B f(a) =g(a).

Analog werden <p und <pg definiert.
Ferner definieren wir das punktweise Supremum einer Menge S von Ordinalfunk-

tionen auf A als die Funktion sup.S : A — ON mit

(sup S)(a) == sup{ f(a) : f € S}
fiir alle a € A. Analog werden max S (fiir endliche S) und min S definiert. Schlief-
lich sei f + 1 die durch

(f +1)(a) == f(a) +1
fiir a € A definierte Ordinalfunktion.
Alles, was in diesem Abschnitt fiir Ideale definiert wurde, 148t sich ganz analog
auch fiir Filter definieren, wenn man jeweils zum dualen Ideal iibergeht. Ist z.B.
F' ein Filter auf A, so gilt

f<pg e {acA:f(a) < gla)} € F
Ist I maximal, so sind die Relationen <; und <; linear modulo I. Formuliert

man dies mit Hilfe von Filtern, so erhélt man das folgende Lemma:

Lemma 3.6. Sei A eine nichtleere Menge und D ein Ultrafilter auf A. Sind f
und g Ordinalfunktionen auf A, so gilt:

(i) (f<pg) V(g <pf)

(i) (f <pg) V(f=pg) V(g<p[)

(iii) (f <pg) <= (f 2p9)
Wir werden haufig Ultrafilter statt maximaler Ideale betrachten und erwédhnen
daher die folgende Beziehung: Ist D ein Ultrafilter auf A und I ein Ideal auf

A mit DN I = (), so ist I Teilmenge des zu D dualen maximalen Ideals. Dies

rechtfertigt die Sprechweise ,,D erweitert I“ fiir D NI = ().
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3.2 Suprema und Kofinalitit

Fiir den Rest des Kapitels sei stets A eine nichtleere Menge und I ein Ideal auf
A. Sofern er nicht explizit angegeben ist, sei der Definitionsbereich von Ordinal-
funktionen immer A.

Ist S eine Menge von Ordinalfunktionen und h ebenfalls eine Ordinalfunktion,
so heifit A~ obere Schranke von S modulo 7, wenn f <; h fiir alle f € § gilt.
h heiit Supremum von S modulo /, wenn h obere Schranke von S modulo
I ist und h <; g fiir jede weitere obere Schranke g gilt. Ist T C S, so heifit T
unbeschrinkt in S modulo I, wenn kein Element von S obere Schranke von
T ist.

Bemerkung. Wegen der fehlenden Antisymmetrie von <; sind Suprema nicht

eindeutig bestimmt. Allerdings sind modulo I alle Suprema von S gleich.

Eine einfache notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Su-

prema liefert das folgende Lemma:

Lemma 3.7. Sei S eine Menge von Ordinalfunktionen. Fine Ordinalfunktion g
ist genau dann Supremum von S, wenn g obere Schranke von S ist und keine

obere Schranke h von S mit h S g existiert.

Beweis. Sei g obere Schranke von S derart, daf8 keine obere Schranke h <7 g von
S existiert. Wére g nicht ein Supremum von S, so gébe es eine obere Schranke
h mit —(g <; h). Sei p := min{g, h}. Offenbar ist p obere Schranke von S, und
nach Konstruktion gilt p < g. Ferner ist sicher B(p, g) = B(h, g). Da g <; h nicht
gilt, kann ¢ <; p also auch nicht gelten. Es folgt somit p <; ¢ im Widerspruch
zur Voraussetzung.

Die andere Richtung ist offenbar trivial. B

Ist S eine Menge von Ordinalfunktionen und 7" C S, so heifit T' kofinal in S
modulo /, wenn fiir alle f € S ein g € T mit f <; g existiert. Wir definieren
die Kofinalitdt von S modulo I durch

cf(S/I) := min{|T| : T kofinale Teilmenge von S modulo /}.

Diese Definition ist sinnvoll, da sicher immer S kofinal in S ist.

11



Eine Folge (f, : a < o) von Ordinalfunktionen heifit monoton steigend bzw.
streng monoton steigend modulo I, wenn f, <; f3 bzw. f, <; fs fiir alle
a < [ < o gilt. Ist S eine Menge von Ordinalfunktionen und (f, : @ < o) eine
Folge von Elementen von S, so heifft diese Folge kofinal in S modulo I, wenn
sie modulo I streng monoton steigt und ihr Wertebereich {f, : @ < o} kofinal
in .S liegt. Wenn es so eine Folge gibt, so definieren wir die wahre Kofinalitét

(true cofinality) von S modulo [ durch
tef(S/1) := min{o : o ist die Lange einer modulo I kofinalen Folge in S}.

Ist [ das triviale Ideal {(} (sind also <; und <; die punktweisen Relationen <,
und <,4), so schreiben wir einfach cf(.S) bzw. tcf(S).

[ € S heifit maximales Element von S modulo I, falls kein h € S mit f <7 h
existiert.

Bemerkung. Die wahre Kofinalitdt muf nicht immer existieren (z.B. wenn S mo-
dulo I zwei maximale Elemente besitzt, die auf einer positiven Menge iiberall
verschieden sind). Benutzen wir die Schreibweise tcf(S/I) = A, so soll dies daher
immer implizieren, dafl S kofinale Folgen modulo I besitzt, die wahre Kofinalitét

also definiert ist.

Ist f eine Ordinalzahlfunktion auf A, so setzen wir

I[17r=1]-

acA
Offenbar gilt ¢ < f genau dann, wenn g € [] f ist. Liegt eine Folge kofinal in
[] 7, so sagen wir auch, daf sie kofinal in f liegt.

Lemma 3.8. Sei S eine Menge von Ordinalfunktionen, die eine kofinale Folge
besitzt, und X\ := tcf(S/I). Dann gilt:

(i) cf(A) = A
(i) Esist A =0 genau dann, wenn S = () ist.
(i) Esist A =1 genau dann, wenn S ein Mazimum bzgl. < besitzt.

Beweis. Die Aussagen (ii) und (iii) sind offensichtlich. Sei (f, : @ < o) kofinal

in S. Wir wéahlen eine Folge (a; : i < cf(0)), die kofinal in o ist. Dann ist
(fa; 1 < cf(0)) offenbar auch kofinal in S. Das beweist (i). B

12



Das néichste Lemma besagt insbesondere, daf§ wir die wahre Kofinalitdt bereits

kennen, wenn wir eine kofinale Folge regulédrer Lange gefunden haben:

Lemma 3.9. Sei S eine Menge von Ordinalfunktionen, und seien (f, : o < o)

und (gg : B < T) kofinale Folgen in S. Gilt cf(0) = o und cf(7) =T, so ist o = 7.

Beweis. Nach Lemma 3.8 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl ¢ und 7 unendlich
sind. Angenommen, es ist etwa o < 7. Wir wéhlen fiir alle o < ¢ ein G, < 7 mit
fo <1 gs,- Da 7 regulér ist, ist § := sup{f, : @ < o} kleiner als 7, also nach

Konstruktion

Jo <t fat+1 <1 98a1 <1 93
fiir alle @ < 0. Dies widerspricht der Kofinalitdt der ersten Folge. B

Lemma 3.10. Ist A\ eine Limeszahl und (fo : o < \) eine streng monotone
Folge von Ordinalfunktionen, die kofinal in der Ordinalfunktion f liegt, so ist f

ein Supremum dieser Folge.

Beweis. Sicher ist f obere Schranke der Folge, da alle Folgenglieder nach Defini-
tion Elemente von [] f sind.

Angenommen, es existiert eine obere Schranke f’ dieser Folge mit f' < f. X =
B(f’, f) ist also positiv. Wir definieren die Ordinalfunktion f* durch

N B a€X
rw= {0 el

fir a € A. Wegen [[f # 0 ist f(a) # 0 fiir alle a € A, also f* € []f. Nach

Voraussetzung existiert ein a < A mit f* <; fo <7 fas1. Es ist

XA\ B[fas1: f7] S B(Sf', fat1)
und X \ B[fat1, f*] positiv, also f' S; fat1 im Widerspruch zur Wahl von f/. B

Ein einfaches Beispiel, das wir spéter noch benutzen werden, liefert das folgende

Lemma:

Lemma 3.11. Ist X eine Menge und « eine Ordinalzahl mit cf(a)) > | X, so ist
tef(Xa) = cf ().

13



Beweis. Wir wihlen eine Folge (o : i < cf(«)), die kofinal in « ist. Fiir i < cf(«)
sei f; die Ordinalfunktion auf X, die konstant den Wert «; hat.

Ist f € ¥a beliebig, so ist v := sup Wb(f) < a nach Voraussetzung, also gibt es
ein ¢ < cf(a) mit v < o; und damit f <y f;.

Die Folge (f; : i < cf(a)) ist also offenbar kofinal, und nach Lemma 3.9 sind wir
fertig. @

Eine weitere Klasse von Beispielen liefern die maximalen Ideale bzw. die Ultra-
filter:

Lemma 3.12. Ist D ein Ultrafilter auf A und S eine Menge von Ordinalfunk-
tionen, so besitzt S modulo D eine kofinale Folge und es ist cf(S/D) = tcf(S/D).

Beweis. Sei T eine kofinale Teilmenge von S der Michtigkeit cf(S/D). Wir defi-
nieren rekursiv eine modulo D streng monotone Folge von Elementen von T
Sei 0 € ON und (f, : @ < o) bereits definiert. Ist diese Folge noch nicht kofinal,
so finden wir ein ¢ € S mit =(g <p f.) fir alle @« < 0. Nach Lemma 3.6 ist
fa <p g fir alle a < 0. Wir wihlen ein f, € T mit g <p f,.

Da streng monotone Folgen injektiv sind, mufl die Definition bei einem ¢ € ON
abbrechen. Nach Konstruktion ist die so entstandene Folge der Lange o natiirlich
kofinal. Da die Folgenglieder in T' liegen, ist ¢ < cf(S/D), also tcf(S/D) <
cf(S/D). Umgekehrt gilt jedoch auch cf(S/D) < tcf(S/D), da der Wertebereich
jeder kofinalen Folge eine kofinale Menge ist. Il

Wenn wir mit Ultrafiltern arbeiten, werden wir haufig die Schreibweise ,,cf* statt
Ltef“ benutzen. Mit Hilfe der Lemmata 3.3, 3.5 und 3.9 erhalten wir noch die

folgenden wichtigen Beziehungen:

Lemma 3.13. Sei S eine Menge von Ordinalfunktionen, so daf tcf(S/I) exis-
tiert. Ist J ein Ideal auf A mit I C J, so existiert auch tcf(S/J) und die beiden
Werte sind gleich.

Lemma 3.14. Sei S eine Menge von Ordinalfunktionen, X eine positive Menge

und

S'={f1X:feS}

14



Ezistiert einer der beiden Werte tcf(S/(I 1 X)) und tcf(S'/(I NP(X))), so exis-

tiert auch der andere und die beiden sind gleich.

Bemerkung. Ist D ein Ultrafilter auf A und X € D, so gilt D [ X = D. Wenden

wir obiges Lemma an, so folgt
cf(S/D) = cf(S"/(DNP(X))).

(D NP(X) ist dann natiirlich ein Ultrafilter auf X.)

Mit dem Begriff der wahren Kofinalitidt eng verwandt ist der folgende: Ist S
eine Menge von Ordinalfunktionen auf A und X eine Kardinalzahl, so ist S A-
gerichtet modulo 7, wenn fiir alle 7 C S mit |T| < A ein f € S mit g <; f fiir
alle g € T' existiert.

Lemma 3.15. Sei f eine Ordinalfunktion, so daff X = tcf(]] f/1I) unendlich ist.
Dann ist [ f modulo I \-gerichtet und nicht \*-gerichtet.

Beweis. Sei (f, : @ < A) eine kofinale Folge in [ f. Ist 7 C [[ f mit |T'| < A, so
wihlen wir fiir alle g € T' ein oy < A mit g <7 f,,. Da A nach Lemma 3.8 regulér

ist, ist
a:=sup{o, +1:9g€T}

ein Element von A. Nach Konstruktion ist g <; fo, <7 fo fiir alle g € T". Also ist
[ f A-gerichtet.

[T f ist natiirlich nicht A*-gerichtet, denn sonst géibe es in [ ] f eine obere Schranke
von (fq : @ < A) im Widerspruch zur Kofinalitéat dieser Folge. B

Wir geben nun eine Méglichkeit an, wahre Kofinalitédten von einer Menge auf eine

andere zu iibertragen.

Lemma 3.16. Seien A und B nichtleere Mengen, I ein Ideal auf A, J ein Ideal
auf B, S eine Menge von Ordinalfunktionen auf A und T eine Menge von Ordi-

nalfunktionen auf B. Ferner sei G eine Funktion von S in T mit
VheT dpeSVqe S (p<;q = h<;G(q)). (1)

Ezistiert tcf(S/1), so ezistiert auch tct(T/J) und die beiden Werte sind gleich.
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Beweis. Sei A = tef(S/I) und (f, : @ < A) kofinal in S. Wir werden rekursiv eine
Folge (a; : 7 < A) in A definieren, so dafl (G(fa,) : @ < A) kofinal in T ist:

Sei ¢ < A und (a; : j < i) bereits definiert. Fiir alle j < i gibt es nach (1) ein
pj € S, s0 daB G(fo;) <s G(q) fiir alle ¢ € S mit p; <; g gilt. Dazu existiert ein
a;; < A mit p; <1 fo, ;. Wir setzen

a; = max{7,sup{a; ;1 j < i}}.

Wir zeigen nun, dafl die konstruierte Folge das gewiinschte leistet: Sind 7,7 < A
mit j < 4, so ist p; <1 fa,, <1 fas, also G(fa,) <7 G(fa,) nach Wahl von p;. Ist
h € T beliebig, so gibt es ein p € S wie in (1) und dazu ein § < A mit p <; f3.
Wegen 8 < agist h <j G(fa,). B

Lemma 3.17. Ist f eine Ordinalfunktion, deren Werte alle Limeszahlen sind,
und existiert tcf([] f/I), so ist

tef ([ J(cfof) /1) = tef ([ ] £/D).

Beweis. Sei A = tcf([[ f/I) und (f, : a < A) kofinal in f. Fir a € A sei
(o i < cf(f(a))) eine in f(a) kofinale Folge. Fiir p € [[ f und a € A setzen wir

G(p)(a) := min{i < cf(f(a)) : af > p(a)}.

Dann ist G eine Abbildung von [] f in [[(cfof). Wir zeigen, dafl G die Voraus-
setzung (1) aus Lemma 3.16 erfiillt: Sei h € [](cfof). Definiert man p € [] f
durch p(a) = o fr a € A, so ist offenbar i < G(p). Ist g € [ f mit p <; g,
so gilt sicher G(p) <; G(q). &

Dieses Lemma besagt, dafl es im allgemeinen reicht, sich auf Ordinalfunktionen
zu beschrinken, deren Werte alle regulédr sind. Die Forderung, dafl alle Werte
von f Limeszahlen sind, ist dabei keine Einschrinkung, wie das folgende Lemma

zeigt:

Lemma 3.18. Sei (f, : o < \) eine streng monoton wachsende Folge von Ordi-
nalfunktionen und f ein Supremum dieser Folge. Dann gilt: Ist \ eine Limeszahl,

so ist f(a) eine Limeszahl fir fast alle a € A.
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Beweis. Wegen fo <; f1 <7 f ist

B :=Blf1, o] UB(f, /i) € I.

Daher kann nicht f(a) = 0 auf einer positiven Menge B’ gelten, denn B’\ B wire
ebenfalls positiv, und fir a € B\ B gilt

fola) < fi(a) < f(a) = 0.
Angenommen, auf einer positiven Menge N sind alle Werte von f Nachfolgerzah-
len. Dann konnen wir eine Ordinalfunktion f’ < f durch
Fa) = {f(a)—l ac N
f(a) a¢ N
fiir a € A definieren. Nach Lemma 3.7 ist f’ keine obere Schranke der gegebenen

Folge, also gibt es ein 5 < A, so dal B(f’, f3) positiv ist. Nun ist
B(f', fs) \ Blfs11, f3] € B(f, f3+1)

und fg <r fgy1, also B(f, fs41) positiv baw. f i fgi1. Dies ist ein Widerspruch

zur Voraussetzung iiber f. l

3.3 ~-rapide Folgen und der Hauptsatz der pcf-Theorie

Ist (f, : @ < o) eine streng monotone Folge von Ordinalfunktionen, so mufl
diese Folge im allgemeinen kein Supremum besitzen. Besitzt sie ein Supremum
f, so wird sie im allgemeinen nicht kofinal in f liegen. In [Je3] definiert Jech
den Begriff der y-rapiden Folge. Diese Folgen besitzen immer ein Supremum und
liegen kofinal in diesem. Wir zitieren im folgenden die fiir den weiteren Verlauf
notwendigen Resultate aus [Je3].

Wir nennen eine Ordinalfunktion f progressiv, wenn cf(f(a)) > |A]| fir alle
a € A gilt. (Da A # 0 gelten soll, ist somit insbesondere cf(f(a)) > Ry fiir alle
acA)

Lemma 3.19. Sei f eine progressive Ordinalfunktion, X > |A|* regulir und (f, :
a < A) eine Folge von Ordinalfunktionen. Dann gibt es eine Ordinalfunktion

g < [ muat der Figenschaft, daf$ fiir alle h < f mit g < h die Menge

{a < X:B(g, fa) = B(h, fa)}

unbeschrinkt in \ liegt, also die Mdchtigkeit X hat.
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Beweis. [Je3, 2.1] Wir betrachten zunéchst den Fall, da§ A unendlich ist. Ange-
nommen, die Behauptung gilt nicht. Wir konstruieren rekursiv eine Folge (g; :
i <|A|T)in [] f mit g; < g fiir i < j <|A|" und eine Folge (a; : ¢ < |A|") in A:
go € [If wird beliebig gewéhlt. Ist ¢ < |A|T eine Limesordinalzahl, so setzen
wir ¢g; := sup{g; : j < i}. Da f progressiv und |i| < |A] ist, ist dann g; < f.
Ist i < |A|" und g; bereits definiert, so gibt es nach Annahme ein g;.; < f mit
gi < giy1 und ein o; < A, so daBl B(g;41, fo) S B(gi, fa) fiir alle o € [, A)on ist.
Da A regulidr und groer als |A|1 ist, gibt es ein a* < A mit o* > «; fiir alle
i < |A]". Nach Konstruktion ist (B(g;, for) : # < |A|T) dann eine streng mono-
ton fallende Folge von Teilmengen von A der Lénge |A|T. Dies ist offenbar ein
Widerspruch.

Ist A endlich, so verfahren wir genauso wie eben (der Limesfall tritt hier nicht

ein), konstruieren aber eine Folge der Linge |A|™ = |A| +2. B

Das folgende Korollar ersetzt [Je3, 2.2] und gleichzeitig [BM, 4.1]. Aulerdem wird

es spéter einen einfachen Beweis fiir [BM, 1.1] liefern:

Korollar 3.20. Sei A > |A|" regulir, f progressiv und (fo : @ < \) eine modulo
I streng monoton steigende Folge von Ordinalfunktionen in [ f. Ist diese Folge
unbeschrinkt in [ f, dann gibt es eine Funktion g € [] f und I-positive Mengen
B; C A firi < X mit:

(i) Isti<j <A, soist B; C; B;.
(ii) Fir allei < X ist (fo : a < X) kofinal in f modulo I | B;.

(iii) Ist J ein Ideal auf A mit I C J und B; € J fir alle i < A, so ist g modulo

J eine obere Schranke von (fo 1 a0 < A).

Beweis. Man wahle ein ¢ < f wie im obigen Lemma. Nach Voraussetzung ist ¢
keine obere Schranke der Folge, also gibt es es ein a* < A, so dafi B(g, f,~) positiv

ist. Wir definieren
B; = B(97 fa*-i-i)

fiir i < A. Da (f, : @ < X) monoton steigt, gilt
Bi\ Bj C B(far+js farti) €1
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fir i < j < A. Damit ist (i) beweisen, und sicher sind alle B; positiv, da By
positiv ist.

Zum Beweis von (ii) wihlen wir nun ein beliebiges h € [[f und ein ¢ < A
und zeigen, dafl dieses h modulo I | B; von einem Folgenglied iibertroffen wird:
O.B.d.A. kénnen wir g < h annehmen, sonst ersetzen wir h durch max{g, h}.
Nach Wahl von ¢ gibt es dann ein 8 € [o* 4 i, A\)on mit B(g, f3) = B(h, f3).
Wegen fo-ii < [ ist

B; N\ Blfs,h) = B; \ B(h, f3) = B; \ B(y, f3) € B(f3, far+i) € 1,

also h <p1B, f3
Ist nun J wie in (iii), so ist B(g, fg) € J, d.h. fz <; ¢ fur alle 8 € [@*, A\)on nach
Definition der B;. Wegen I C J ist dann fz <; g fiir alle 5 < X\. B

Fiir den Rest dieses Kapitels sei A stets unendlich.

Ist v eine Kardinalzahl, so besitzt eine Folge (f, : @ < A) von Ordinalfunktionen
die v-Schrankeneigenschaft modulo 7/, wenn sie modulo / streng monoton
steigt und wenn gilt: Ist S, fiir alle a € A eine Menge von Ordinalzahlen mit

|Sa] < 7, so gibt es ein o < A derart, daf§ alle h € [][ .4 S, mit f, <; h obere

acA
Schranken der Folge sind.

Dies liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Suprema:

Satz 3.21. Seien v, A regulire Kardinalzahlen mit |A| < v < A. Ist (fo 1 a < A)
eine Folge von Ordinalfunktionen mit der y-Schrankeneigenschaft, so besitzt sie

ein Supremum.

Beweis. [Je3, 2.8] Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Nach Lemma 3.7 gibt
es dann fiir alle oberen Schranken f der Folge (f, : @ < ) eine obere Schranke
g S1 f. Wir konstruieren rekursiv eine Folge (h; : i < |A|*) von oberen Schranken
mit h; Sph; fir @ < j < |A|T:

Sei hg :=sup{fo+1:a < A}. Nach Annahme ist klar, wie h;;; gefunden werden
kann, falls h; bereits definiert ist. Sei daher nun i < |A|" eine Limeszahl. Fiir

a € A definieren wir

St = {hj(a): j <i}.
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Wegen der y-Schrankeneigenschaft finden wir ein oy < A, so daB alle h € [, 4 St
mit f,, <; h obere Schranken von (f, : @ < A) sind. Wir setzen

hi(a) :=min{B € S’ : 3 > fa.(a)}

fir a € A. Nach Wahl von hy ist h; wohldefiniert und sicher f,, < h;. Also ist
h; obere Schranke von (f, : @ < A). Ist j <4, so ist fo, <; fa,+1 <s hji1, also
h; <r hj11 S1 h; nach Wahl von h;. Damit ist die Folge der h; definiert.

Sei nun « := sup{a; : i < |A|T}, also & < A und
Sa = {hi(a) - i <|A["}
fiir a € A. Analog zur obigen Definition im Limesfall setzen wir

h(a) == min{f € S, : B > fa(a)}

fiir a € A und erhalten wie eben h Sy h; fiir alle i < |[A|T. Fir alle a € A existiert

nun sicher eine Limeszahl i(a) < |A[* mit h(a) € Si®. Es ist
i :=sup{i(a) : a € A}

kleiner als |A|" und damit ~ Element des Produktes [] ., S..
Nun ist f,, <; fa < h, d.h. f,,(a) < h(a) fir fast alle a € A. Nach Definition
von h; folgt h; <; h im Widerspruch zu h <; h;. B

Fiir jede Ordinalfunktion f auf A definieren wir
lim; f :=min{u e CN:{a € A: f(a) <u}el'}.

Lemma 3.22. Seien v, A requldr mit |A| < v < A, (fa : @ < ) eine Folge von
Ordinalfunktionen mit der vy-Schrankeneigenschaft und f ein Supremum dieser
Folge. Dann ist cf(f(a)) >~ fir fast alle a € A (und damit v < lim;(cfof)).

Beweis. [Je3, 2.7) Nach Lemma 3.18 koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl der
Wertebereich von f aus Limeszahlen besteht. Angenommen, die Menge B :=
{a € A : cf(f(a)) < v} ist positiv. Fir alle a € B wéhlen wir eine kofinale
Teilmenge S, von f(a) mit |S,| < . Fiir a € A\ B setzen wir S, := {f(a)}.
Wegen der y-Schrankeneigenschaft gibt es ein a@ < A, so daf jedes h € [, .4 Sa

mit f, <; h eine obere Schranke der gegebenen Folge ist.
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Esist fo <1 fat1 <7 f, die Menge B’ := B\B|f, f.] also positiv. Fiir jedes a € B’
finden wir nach Wahl von S, ein h(a) € S, mit f,(a) < h(a) < f(a). Fir a €
A\ B’ wéhlen wir ein beliebiges h(a) € S,. Fir die so definierte Ordinalfunktion
h € [I,e4 Sa gilt nun

Blh, fo] € Blf, fa] € 1,

also f, <7 h. Damit ist A obere Schranke der Folge nach Wahl von «, jedoch
h <1 f nach Konstruktion. Nach Lemma 3.7 kann f kein Supremum der Folge

sein. A

Ist (fo : @ < A) eine Folge von Ordinalfunktionen und v > w eine regulire
Kardinalzahl, so heifit diese Folge y-rapid modulo [/, wenn sie streng monoton
steigt und fiir alle § < A mit cf(3) = v ein Club C von Limeszahlen in [ existiert,
so daf3

sup{f, :veCna} <; fa

fiir alle a € C gilt. Folgen dieser Art erfiillen das Kriterium von Lemma 3.21,

besitzen also ein Supremum:

Lemma 3.23. Seien v, A reguldr mit |A| <y < A. Ist (fo : a < \) eine y-rapide

Folge von Ordinalfunktionen, so besitzt sie die y-Schrankeneigenschaft.

Beweis. [Je3, 2.6] Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Fiir a € A sei S, C
ON so gewéhlt, dal die Definition der y-Schrankeneigenschaft verletzt ist. Re-
kursiv definieren wir nun eine Folge (h; : i < ) von Ordinalfunktionen und eine
Normalfolge (o 17 < ) in A

Sei ap < A beliebig. Fiir Limeszahlen i < «y sei a; := sup{e; : j < i}. Ist i <
und «; bereits definiert, so finden wir nach Wahl der S, ein h; € [],., So mit
fo; <1 hi, so da h; nicht obere Schranke der Folge (f, : @ < A) ist. Daher gibt
es ein a1 < A, so daB f,,,, <; h; nicht gilt. Da die Folge der f, streng monoton
steigt, konnen wir o;,1 > a; wahlen.

Nach Konstruktion ist § := sup{a; : i <y} < A und cf(5) = . Nach Vorausset-

zung gibt es einen Club C' von Limeszahlen in § mit
Sq:=sup{f,:velCnal < fa
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fiir alle « € C. O.B.d.A. kénnen wir {a; : i < v} C C annehmen, anderenfalls
ersetzen wir (a; : 4 < 7y) durch (o; : i € D), wobei D der Club

D:={i<vy:a;€C}

sei.
Ist i < 7, so gilt s4, <r fa;, <r h; und nicht f, _, <; h;. Dies bedeutet, daf} die
Menge

Bi = B(hw fa¢+1) \ (B[faiv Sai] U B[hlv fai])
= {CL €A: Sai(a’) < fai(a) < hi(a) < foéi+1(a)}

positiv ist, also insbesondere ein Element a; enthélt. Da v > |A| regulér ist, gibt
es eine Menge Z C ~ mit |Z| = 7, so dal die Funktion (a; : i € 7) auf Z den
konstanten Wert a annimmt.

Sind 7,7 € Z mit i + 1 < j, so ist a1 € C'Nay, also f,,,,(a) < s4;(a). Ferner
ist a € B; und a € By, also hi(a) < fa,,,(a) und so,(a) < hj(a). Insgesamt folgt
somit h;(a) < h;(a). Damit hat {h;(a) : i € Z} offenbar die Méchtigkeit v im
Widerspruch zu |S,| <. R

Wir wollen nun zeigen, dafl (unter gewissen Voraussetzungen) ~-rapide Folgen

iiberhaupt existieren:

Lemma 3.24. Sei f eine Ordinalfunktion, A eine Kardinalzahl, [ f nichtleer
und A-gerichtet und p :=limy(cfof). Ist X' < X reguldr, so gibt es eine Folge der
Linge N in [[ f, die y-rapid fir alle v € [Ny, f)reg ist.

Beweis. Fir alle 8 < X mit cf(8) € [Ry, pt)reg wihlen wir einen Club Cj von
Limeszahlen in § vom Ordnungstyp cf(/3). Wir definieren die gesuchte Folge re-
kursiv:

fo € T1f sei beliebig gewéhlt. Ist fir « < X die Funktion f, bereits definiert,
so wahlen wir ein f,1 € [[ f mit f, <; fas1. (Solch eine Funktion existiert, da
[] f nach Voraussetzung insbesondere 2-gerichtet ist.) Sei nun o < X Limeszahl

und (f, : v < a) bereits definiert. Ist § < X mit cf(5) € [Ny, ft)eg, SO ist

Bg:={aec A:cf(f(a)) <cf(B)} €1
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nach Wahl von p und

tg(a) :==sup{f,(a) : v e CsNa} < f(a)

fiir alle a € A\ Bg. Somit ist t3 <; f, 0.B.d.A. konnen wir also t3 € [] f anneh-
men. (Gegebenenfalls miissen wir diese Funktion auf einer Idealmenge abéndern.)
Nach Voraussetzung gibt es ein f,, € [[ f mit f, <; f, firallev < cund t5 <; f,
fir alle B < X mit cf(5) € [Ny, ft)reg und a € Cp.

Die so konstruierte Folge leistet offenbar das Gewiinschte. Bl

Mit Hilfe der so geleisteten Vorarbeit sind wir nun in der Lage, einen kurzen
neuen Beweis fiir den sogenannten Hauptsatz der pcef-Theorie (s. z.B. [BM, 2.1])
zu finden. Die Bedeutung dieses Satzes wird erst im spéteren Kontext klar werden.
Das folgende Resultat ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes, da wir hier
Ideale und Ordinalfunktionen an Stelle von Ultrafiltern und Mengen von re-

guldren Kardinalzahlen betrachten.

Satz 3.25. Sei A :=tcf([[ f/I) und |A| < p:=lim;(ctfof). Ist N € (f4; A)reg, SO

gibt es eine Funktion g <; f und eine I-positive Teilmenge B von A mit:

(i) N =tef([Tg/( T B))
(ii) p <limg(cfog)

Beweis. O.B.d.A. sei ;1 < A (sonst ist nichts zu zeigen), also A unendlich, da A
unendlich ist. Nach Lemma 3.10 und Lemma 3.18 konnen wir daher annehmen,
daB alle Werte von f Limeszahlen sind. Nach Lemma 3.15 ist [] f A-gerichtet.
Ist ;1 = k™ fiir eine Kardinalzahl &, so ist cf(f(a)) = k* auf einer positiven Menge
X nach Definition von lim; f (denn {a € A : cf(f(a)) < K} ist eine Idealmenge).
Damit folgt

A= tef([#/1) = et £/ 1 X))
— tet([ (et o )/(I 1 X)) = tef(Xk* /(I N P(X)) = k¥ =

(und zwar aufgrund der Lemmata 3.13, 3.17, 3.14 sowie 3.11). Wegen unserer

Annahme g < A muf g also Limeskardinalzahl sein.
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Nach Lemma 3.24 finden wir eine Folge (f, : @ < X) in [] f, die ~-rapid fiir
alle v € [Ny, t)yeg ist. Nach Lemma 3.21 und Lemma 3.23 besitzt diese Folge ein
Supremum g.

Da [] f A-gerichtet ist, gibt es ein h € [] f mit f, <; h fiir alle @ < X. Daher
konnen wir 0.B.d.A. g < f annehmen. (Sonst ersetzen wir g durch min{g, h}.)
Da p Limeskardinalzahl ist, liefert Lemma 3.22 die Beziehung p < lim;(cf og),
d.h. (ii). O.B.d.A. kann man also annehmen, daf} g progressiv ist. Ebenso konnen
wir fordern, daB (f, : a < ) eine Folge in [] ¢ ist. (Wir konnen gegebenenfalls
jedes f, auf einer Idealmenge abéndern.) Diese Folge ist unbeschrénkt in [] g, da
g Supremum der Folge ist. Mit Korollar 3.20 erhélt man ein I-positives B mit
der Eigenschaft (i). B

Bemerkung. Wir werden die Methodik der y-rapiden Folgen spéter noch einmal

benutzen, um einen einfachen Beweis fiir Satz 7.42 anzugeben.
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4 Der pcf-Operator und das Ideal J_,(a)

4.1 Definition von pcf und einfache Eigenschaften

Wir werden uns zunéchst auf die Untersuchung der wahren Kofinalitdten von
progressiven Ordinalfunktionen beschréanken. Das folgende Lemma besagt, daf es
dann reicht, injektive Funktionen zu betrachten, bzw. daf§ nur der Wertebereich

der Funktionen von Interesse ist.
Ist I ein Ideal auf A und f eine Funktion mit Db(f) = A, so ist

flI}={B S Wb(f): f'[B] € I}
bekanntlich ein Ideal auf Wb(f).

Lemma 4.1. Sei A # (), I ein Ideal auf A und f eine progressive Ordinalfunktion
auf A. Ezistiert tcf([[ f/I), so existiert auch

tef(J[Wh(£)/£11])

und die beiden Werte sind gleich.

Beweis. Wir wollen Lemma 3.16 anwenden und definieren dazu eine Funktion G,
die die Bedingung (1) dort erfiillt: Fiir p € [[ f und o« € Wh(f) setzen wir

G(p)(a) :=sup{p(a) +1:a € AN f(a) = a}.

Da f progressiv ist, ist G(p) € [ Wb(f). Ist h € [[ Wb(f), so ist ho f ein Element

von [ ] f. Diese Funktion wird die Rolle von p in Lemma 3.16 einnechmen. Sei also

g€ fmit ho f<;q.
Ist & € Wh(f) mit G(q)(«) < h(a) und @ € A mit f(a) = a, so ist ¢(a) < h(a) =
h(f(a)) nach Definition von G. Wir haben also

' BIG(q), k)] € B(q,ho f) e 1
und damit h <51 G(q) gezeigt. B

Nach Lemma 3.17 ist es aulerdem keine wesentliche Einschrankung, wenn wir
davon ausgehen, dafl der Wertebereich von f nur aus reguldren Kardinalzahlen

besteht. Dies fithrt zu den folgenden Definitionen:
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In diesem Kapitel sei a immer eine Menge von reguliren Kardinalzahlen. Wir
nennen a progressiv, wenn id, progressiv ist, d.h. wenn |a| < mina gilt. Aufler-
dem sei lim; a := lim; id, fiir jedes Ideal auf a.

Die Menge der moglichen Kofinalitédten (possible cofinalities) von a definieren

wir als

pcf(a) = {tcf(H a/I): I Ideal auf a}.

Bemerkung. Nach unserer Konvention ist klar, dafl in der Definition von pcf(a)
nur die Ideale I erscheinen, fiir die tcf(J[ a/I) existiert. Aulerdem ist pcf(0)) = 0,
da es keine echten Ideale auf () gibt.

Fiir jede Kardinalzahl p setzen wir auflerdem
pef,(a) == J{pcf(A) : A € [a]*"}.
Lemma 4.2. pcf(a) = {cf(][Ja/D) : D ist Ultrafilter auf a}.

Beweis. Ist D Ultrafilter auf a, so gilt fiir das zu D duale Ideal [ natiirlich
tcf([Ta/I) = cf([] a/D). Ist umgekehrt I ein Ideal auf a, so dafl tcf([] a/I) exis-
tiert, so existiert ein Ultrafilter D auf a mit DNI = . Es gilt dann cf(][a/D) =

tef([Ja/I). A
Wir geben nun einige einfache Eigenschaften von pcf(a) an:

Lemma 4.3. Sei A eine Kardinalzahl und b eine Menge von requldren Kardinal-

zahlen. Dann qilt:

(i) pcf(a) ist eine Menge von requliren Kardinalzahlen.
(ii) Ist D der von X\ € a erzeugte Hauptultrafilter auf a, so ist cf([[a/D) = A.
(iii) a C pcf(a)
(iv) Ist a endlich, so ist pcf(a) = a.
(v) pef(a) Nmina =0

(vi) Besitzt a kein Mazimum und ist D ein Endenultrafilter auf a (d.h. ein

Ultrafilter, der keine beschrinkte Teilmenge von a enthdlt), so ist

cf(H a/D) > supa.
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(vii)) a € b = pcf(a) C pcf(b)
(viii) pcf(aUb) = pef(a) U pef(b)

(ix) Ist b C a und X\ € pcf(b), so gibt es einen Ultrafilter D auf a mitb € D und

A=cf(]Ja/D).

Beweis. Ist f € [[a, soist auch f+1 € [Jaund f < f+1, []a besitzt also fiir
keinen Ultrafilter D ein Maximum bzgl. <p. Nach Lemma 3.8 folgt (i).

Zum Beweis von (ii) sei D der von X € a erzeugte Hauptultrafilter. Setzen wir

_J0 aF# A
f@(O‘)'—{Q o=\

fir o < A und a € a, so ist die Folge (f, : 0 < A) modulo D kofinal in []a.
Damit folgen sofort auch die dritte und die vierte Behauptung. (Jeder Ultrafilter
auf einer endlichen Menge ist ein Hauptultrafilter.)

Sei nun A < mina. Angenommen, es gibt einen Ultrafilter D auf a und eine
modulo D kofinale Folge (f, : 0 < A) in [] a. Durch g(«) := sup{f,(a)+1: 0 < A}
fir a € a wird wegen der Regularitidt der Elemente von a dann eine Funktion
g € [[a mit f, < g fiir alle p < X definiert. Dieser Widerspruch beweist (v).
Nun besitze a kein Maximum, und D sei ein Endenultrafilter auf a. Sei A < supa

reguldr und (f, : 0 < A) eine Folge von Elementen von [ [ a. Setzt man

g(a) = {O “=A

sup{fo(a) +1:0 < A} a> A

fir a € a, so ist
B(fgag) =an (Aasupa)reg € D7

d.h. f, <p g fiir alle p < A. Die Folge kann also modulo D nicht kofinal in []a
sein.

Zum Beweis von Aussage (vii) sei A € pcf(a) und D ein Ultrafilter auf ¢ mit
cf([Ta/D) = A. Fiir einen Ultrafilter D’ auf b, der D erweitert, gilt dann sicher
A =cf([]b/D’) € pcf(b) nach der Bemerkung hinter Lemma 3.14.

pcf(a) U pef(b) € pef(a U b) wurde eben gezeigt. Sei nun A € pef(a U b) und D
Ultrafilter auf aUb mit A = cf(][[(aUb)/D). Wegen aUb € D ist 0.B.d.A. a € D,
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und es gilt

A= cf(JJ(aub)/D) = cf(] ] a/(D N P(a))) € pef(a).

Das beweist (viii).

Fiir den Beweis der letzten Behauptung sei D’ ein Ultrafilter auf b mit A =
cf(J]o/D’). Ist D ein Ultrafilter auf a, der D’ erweitert, so folgt sofort die Be-
hauptung. W

4.2 Das Ideal J_,(a)

Lemma 3.15 gibt eine notwendige Voraussetzung dafiir an, daf tcf(][] a/I) exis-
tiert: [[ @ muBl A-gerichtet modulo I sein. Abkiirzend nennen wir ein Ideal I auf

a A-gerichtet, wenn [[a modulo I A-gerichtet ist.

Bemerkung. Nach unserer Konvention iiber a ist I genau dann A-gerichtet, wenn
es fiiralle S C [Jamit [S| < Aein f € [[amit g <; f fur alle g € S gibt. (Dann
ist ndmlich auch f+1 € [Jaund g <; f+ 1 firallege S.)

Wir mochten die A-gerichteten Ideale ndher untersuchen und fithren dafiir den
folgenden Begriff ein: Sei A eine unendliche Kardinalzahl. Wir nennen ein Ideal

I auf a A-méchtig, wenn zu jeder I-positiven Menge b C a ein Ultrafilter D auf
a existiert mit b € D, DN I = und cf([[a/D) > A.

Lemma 4.4. Sei A eine Kardinalzahl und I ein A\-mdchtiges Ideal auf a. Dann
ist {0} € I fir jedes § € an .

Beweis. Sei 6 € aN A. Jeder Ultrafilter auf a mit {6} € D ist offenbar der von
J erzeugte Hauptultrafilter und damit gilt cf([[a/D) = ¢ < A nach Lemma 4.3.
Nach Definition des Begriffes , \-méchtig* kann {0} nicht positiv sein.

Der folgende Satz erweitert das Ergebnis [BM, 1.1]. Mit Hilfe der Methoden aus

dem letzten Kapitel konnen wir jedoch einen kiirzeren Beweis geben:

Satz 4.5. Sei \ eine Kardinalzahl, a progressiv und I ein A\-mdchtiges Ideal auf
a. Dann ist [[a A-gerichtet modulo I.
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Beweis. Wir miissen zeigen, daf es zu jeder Teilmenge S von [[a mit |S| < A
ein g € [[a mit f <; g fiir alle f € S gibt. Wir beweisen dies mittels transfiniter
Induktion iiber |S|:

Ist |S] < |a|™, so setzen wir g := sup S. Dann ist f < g fiir alle f € S. Wegen
der Progressivitit von a wird ¢ im allgemeinen ein Element von []a sein. Ein

Problem kann nur auftreten, wenn
§ :=mina = |a|t = |9]

gilt. In diesem Fall ist jedoch § < X und damit {§} € I nach dem obigen Lemma.
Also diirfen wir g an der Stelle d beliebig abéndern.

Fiir den InduktionsschluB sei p := |S| > |a|T und (f, : a < p) eine Aufzihlung
von S. O.B.d.A. sei diese Folge streng monoton wachsend modulo /. (Anderenfalls

wihlen wir fir o < p rekursiv ein f, € [[a mit

Jo <t fo NVB <a fi < [

Dies ist nach Induktionsvoraussetzung méglich. Offenbar reicht es, eine Schranke
fir (f] : @ < p) zu finden.)

Ist (o : i < cf(p)) kofinale Folge in p, so reicht es offenbar, eine Schranke
fur (fo, 1 7 < cf(p)) zu finden. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir also
zusétzlich annehmen, dafl y regulér ist.

Nun sind alle Voraussetzungen erfiillt, um Korollar 3.20 (fiir x4 und id, statt A
und f) anwenden zu kénnen: Wire unsere Folge unbeschriankt in ] a, so gibe es
eine [-positive Menge B derart, daf§ die Folge kofinal in [[ @ modulo I | B wére.
Nach der Voraussetzung iiber I 148t sich I [ B jedoch zu einem Ultrafilter D auf
a mit cf([Ja/D) > X > p erweitern. Dies ist offenbar ein Widerspruch. B

Wir méchten nun wissen, ob es A-méchtige Ideale iiberhaupt gibt und wie wir sie
gegebenenfalls charakterisieren konnen.

Der Schnitt iiber beliebige viele A-méchtige Ideale ist sicher wieder ein A-méchtiges
Ideal. Gibt es ein A-méchtiges Ideal auf a, so ist die folgende Definition also sinn-

voll:

T \(a) = ﬂ{] : I ist A-méchtiges Ideal auf a}.
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J_,(a) ist dann das kleinste A-miéchtige Ideal auf a. Anderenfalls setzen wir
J_y(a) := P(a). In diesem Fall ist J_, (a) trivialerweise ein A-méchtiges unechtes
Ideal.

Sei b eine Teilmenge von a. b erzwingt cf(J[a) < A, wenn fiir jeden Ultrafilter
D auf a, der b enthilt, cf([[a/D) < A gilt.

Lemma 4.6. Fiir jede Kardinalzahl X ist
Ty(a) ={bCa:b erzwingt cf(H a) < A}

Beweis. Ist b C a mit b ¢ J_,(a), so gibt es einen Ultrafilter D auf ¢ mit b € D,
DNJ_y(a) =0 und cf(J]a) > . b erzwingt also nicht cf([[a) < .

Ist umgekehrt b eine Teilmenge von a, die cf([]a) < A nicht erzwingt, so gibt
es einen Ultrafilter D auf @ mit b € D und cf(J[[a/D) > A Das zu D duale
maximale Ideal [ ist dann sicher A-méchtig und enthélt b nicht. Nach Definition
von J_,(a) folgt b ¢ J_,(a). W

Korollar 4.7. Fiir jede Kardinalzahl X\ ist
Ton(a) ={bCa:pct(b) C A}

Beweis. Sei b eine Teilmenge von a. Jeder Ultrafilter auf b 148t sich zu einem
Ultrafilter auf a erweitern. Umgekehrt ist D N P(b) ein Ultrafilter auf b, falls D
Ultrafilter auf a mit b € D ist. Die Bemerkung hinter Lemma 3.14 liefert dann

pcf(b) = {Cf(H a/D) : D Ultrafilter auf a A b € D}.
Damit folgt die Behauptung sofort aus dem vorherigen Lemma. B
Korollar 4.8. Ist A Kardinalzahl und b C a, so ist J_,(b) = J_,\(a) NP(b).
Korollar 4.9. Sind k und X Kardinalzahlen mit k < X, so ist J_,.(a) C J_,(a).

Lemma 4.10. Besitzt a kein Maximum und ist A = sup a, so ist jede Menge aus

J_\(a) beschrinkte Teilmenge von a.

Beweis. Sei b C a unbeschréankte Teilmenge von a. Dann gibt es einen Ende-
nultrafilter D auf a, der b enthdlt. Nach Lemma 4.3 ist cf(J[[a/D) > A, also
b To\(a). W
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Eine weitere Charakterisierung ist die folgende:

Lemma 4.11. Seia progressiv und A eine Kardinalzahl. Dann gibt es genau dann
A-gerichtete Ideale auf a, wenn es A\-mdchtige Ideale gibt, also wenn J_,(a) #
P(a) ist. In diesem Fall ist J_,(a) das kleinste Ideal auf a, das \-gerichtet ist.

Beweis. Ist I ein beliebiges A-gerichtetes Ideal auf @ und D ein Ultrafilter auf a,
der I erweitert, so ist D auch A-gerichtet, nach Lemma 3.15 also cf([[a/D) > A.
Damit ist I sicher A\-méchtig, also J_,(a) C I.

Nach Satz 4.5 ist [[ @ modulo J_,(a) A-gerichtet, falls J_,(a) # P(a) ist. B

Korollar 4.12. Ist a progressiv, A\ eine Kardinalzahl und D ein Ultrafilter auf

a, so gilt
cf([Ja/D) < X = DN I_,(a) # 0.

Beweis. Ist cf(JJa/D) < A, so ist [[ @ modulo D nicht A-gerichtet nach Lem-
ma 3.15, also D keine Erweiterung von J_,(a) nach dem obigen Lemma. Die

Umkehrung folgt aus Lemma 4.6. B

Korollar 4.13. Ist a progressiv und \ eine Kardinalzahl, so gilt
X € pef(a) <= Jy(a) # Teri (a).

Beweis. Ist D ein Ultrafilter auf a mit A = c¢f([Ja/D), so existiert nach Korol-
lar 4.12 ein b € DN J_,.(a). Nach Lemma 4.6 folgt b ¢ J_,(a). Ist umgekehrt
b ¢ J_,(a), so gibt es ebenfalls nach diesem Lemma einen Ultrafilter D auf
a mit cf([Ta/D) > X und b € D. Ist auBerdem b € J_,,(a), so folgt sofort
cf([JTa/D)=X. 1

Ist x eine Kardinalzahl, so nennen wir eine Menge I C P(a) rk-vollstindig, wenn
U X € I fiir jede Teilmenge X von I mit |X| < & gilt.

Lemma 4.14. Ist I ein |a|*-vollstindiges Ideal auf a, so ist I = P(b) fir eine

Teilmenge b von a.

Beweis. Fiir alle § € |J I wahlen wir eine Menge bs € I mit 0 € bs. Nach Voraus-
setzung ist b := |J{bs : 6 € [JI} ein Element von I. Offenbar gilt / = P(b) nach
Konstruktion. l
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Lemma 4.15. Ist A\ eine Kardinalzahl und J_,(a) |a|T-vollstindig, so gibt es

eine Menge b C a mit
(i) Ter() = PO
(ii) pef(b) C A

(iii) anN A Cb

Beweis. Nach dem obigen Lemma gibt es eine Menge b C a mit (i). Nach Korol-
lar 4.7 folgt (ii). Ist K € a mit K < A, so ist {xk} € J_,(a) und damit x € b. B

Bemerkung. In [Shb5, VIII] gibt Shelah in 1.6(1) eine hinreichende Bedingung
daftir an, dal J_,(a) s-vollstandig ist. Das obige Lemma formuliert eine not-
wendige Bedingung. J_, (a) wird nach dieser Aussage nur dann |a|*-vollsténdig
sein, wenn a Vereinigung zweier Mengen b, und b, ist, so dal jedes Element von
pcf(by) kleiner als jedes Element von by ist.

Dies ist z.B. immer der Fall, wenn b; ein endliches Anfangsstiick von a und
by Nby = ) ist oder wenn b; = C’a“ fir einen Club Cy wie in Satz 7.42 ist und alle
Elemente von by := a \ by grofer als AT sind. (Die ,,Liicke* zwischen b; und bs

muf also auch fiir unendliches b; nicht sehr grof sein.)
Lemma 4.16. Ist a progressiv und p eine Kardinalzahl, so ist
| pef,(a)] < [al”.

Beweis. [BM, p. 232] O.B.d.A. seien a und p unendlich, denn sonst ist pcf,(a) =

a. Wir definieren eine Funktion F' von pcf,(a) in P([a]*#) durch
PO = Ty (a) 0 [a)

fiir A € pef,,(a). Nun zeigen wir, dafl I streng monoton ist:

Seien k, A € pcf(a) mit k < A. Offensichtlich ist F'(k) C F()\).

Wir wihlen ein A C a mit |A] < p und A € pcf(A). Nach Korollar 4.13 gibt
esein b € J_+(A)\ J_5(A4), also mit b ¢ J_, . (A). Nach Korollar 4.8 ist b €
FA\)\ F(k). 1

Wegen pef(a) = pcf |, (a) folgt sofort:
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Korollar 4.17. Ist a progressiv, so ist | pcf(a)| < 209l

Lemma 4.18. Ist a progressiv und A\ eine Limeskardinalzahl, so ist
Ton(a) = J{T (@) : p e ON A < A}

Beweis. [BM, 1.3] Nach Korollar 4.9 ist
I=|HTul@): p € CN A < A} C T y\(a).

O.B.d.A. sei I # P(a). I ist als Vereinigung iiber eine Kette von Idealen ebenfalls
ein Ideal. Fiir jedes [-positive b gibt es nun einen Ultrafilter D auf a, der [
erweitert und b enthélt. Nach Korollar 4.12 ist cf([[a/D) > A, also b ¢ J_,(a)
nach demselben Korollar. Somit gilt J_,(a) C 1. R

Wir zitieren noch ein weiteres Ergebnis iiber das Ideal J_,(a). Es handelt sich

hierbei um eine Folgerung aus Korollar 3.20 (bzw. aus Lemma 7.4), der Beweis
findet sich in 4.2 bis 4.4 von [BM].

Lemma 4.19. Ist a progressiv, A Kardinalzahl und b € J_,.(a) \ J_,(a), so ist
tef([] a/(Tor(@) 19) = A

4.3 Das Maximum von pcf(a)

Lemma 4.20. Ist a progressiv, so gilt
pef(a) C A = Ju\(a) = Pla)

fiir alle Kardinalzahlen .

Beweis. Gibt es ein x € pcf(a) mit k > A, so ist J_,(a) € J_,+(a) nach Korol-
lar 4.13. Ist umgekehrt J_,(a) C P(a), so gibt es einen Ultrafilter D auf a, der
J_y(a) erweitert. Nach Korollar 4.12 ist cf([[a/D) > A\. R

Bemerkung. Zusammen mit Lemma 4.11 beantwortet dieses Lemma damit (fiir
progressive a) vollstdndig unsere Frage nach der Existenz von A-gerichteten Idea-

len: Es gibt genau dann \-gerichtete Ideale, wenn pcf(a) € X gilt.

Lemma 4.21. Ist a progressiv, so besitzt pcf(a) ein Mazimum.
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Beweis. [BM, 1.8] Angenommen, A := sup pcf(a) ist kein Element von pcf(a).
Dann ist A Limeskardinalzahl und J_,(a) = P(a) nach Lemma 4.20. Nach Lem-
ma 4.18 ist a € J_,(a) fiir ein k < A. Mit Korollar 4.7 folgt der Widerspruch
pcf(a) C k. H

Der folgende Satz entspricht [Sh5, II 3.1] bzw. [BM, 7.10]. Wir konnen jedoch
einen neuen, einfachen Beweis angeben, der weder die Existenz von Generatoren

voraussetzt noch Approximationsfolgen (s. néchstes Kapitel) benutzt:
Satz 4.22. Ist a progressiv, so gilt max pcf(a) = cf([]a).

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion tiber A := max pcf(a).

Nach Lemma 4.20 ist a € J_,.(a) \ J_,(a). Nach Lemma 4.19 gibt es also eine
Folge (fs : @ < A), die modulo J_,(a) kofinal in [[a liegt. Ist S C [[a mit
|S| < A, so finden wir wegen der Regularitiat von A ein @ < A mit g < T\ Ja
(also nicht f, < g) fiir alle g € S. S ist also keine kofinale Teilmenge von [] a.
Dies beweist ,, <“.

Fiir die andere Richtung nehmen wir 0.B.d.A. |a|t < X an. (Sonst ist a = {A}.)
Wir wihlen uns ein ¢ € [[a wie in Lemma 3.19 (fiir id, statt f). Dazu gibt es
ein & < Amit g <g7_ (a) for- Dann ist B[fa, g] € J.\(a) fiir alle a € [a*, A)ox.
Ist ¢ € J_,(a), so ist max pcf(c) < A nach Korollar 4.7. Nach Induktionsvo-
raussetzung gibt es somit eine kofinale Teilmenge F, von [] ¢ mit |F.| < A\. Nun

konnen wir eine Menge F' C []a durch
F:={falla\c)Uh:a € [a",N)ox N c=B|fa,9] N h € F.}

definieren. Offenbar gilt |F| < A -sup{|Fe| : c € J_,(a)} = X\. Wir zeigen, daf8 F
kofinale Teilmenge von [] a ist:

Sei k € [Ja und 0.B.d.A. g < k. Nach Wahl von ¢ finden wir ein a € [a*, A)on
mit ¢ := B[fa, 9] = B[fa, k]. Wéhlen wir ein h € F, mit k[ ¢ < h, so gilt offenbar
k< falla\c)Uhe F. R

Wir nennen eine Folge (by : A € pcf(a)) eine Generatorenfolge fiir a, wenn
fir alle A € pcf(a) das Ideal J_,;(a) iiber J_y(a) von by erzeugt wird. Ein

wesentliches Resultat der pcf-Theorie ist:

Satz 4.23. Ist a progressiv, so gibt eine Generatorenfolge fiir a.
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Einen Beweis hierfiir findet man z.B. in [BM, 7.9].

Bemerkung. Generatorenfolgen sind nicht eindeutig bestimmt. Allerdings gilt of-
fenbar: Sind (by : A € pcf(a)) und (b} : A € pef(a)) Generatorenfolgen fiir a, so
sind fiir alle A € pcf(a) die Mengen by und b}, modulo J_,(a) gleich.

Wir werden im folgenden immer voraussetzen, daf$ das letzte Glied einer Genera-
torenfolge die Menge a selbst ist. Dies ist nach Lemma 4.20 keine Einschrankung.
Aus Lemma 4.19 und Korollar 4.7 folgt sofort:

Lemma 4.24. Sei a progressiv, A € pcf(a) und by eine Teilmenge von a, die

T+ (a) diber J_y(a) erzeugt. Dann ist max pcf(by) = .

Generatoren liefern uns ein weiteres Ergebnis, das die Bedeutung des Ideals
J_\(a) erklért:

Satz 4.25. Seia progressiv, X € pcf(a) und by eine Teilmenge von a, die J_, . (a)
tiiber J_,(a) erzeugt. Dann ist J_,(a) [ by das kleinste Ideal I auf a derart, dafl
tef([Ja/I) = X ist.

Beweis. Zunéchst gilt sicher

tef([ [ a/(Ter(@) 102)) = A

nach Lemma 4.19.

Sei nun [ ein Ideal auf a mit tcf(][[a/I) = A. Fiir jede I-positive Menge b 148t
sich I [ b zu einem Ultrafilter D auf a erweitern, fiir den natiirlich cf([Ja/D) = A
gelten mufl. Nach Lemma 4.6 folgt b ¢ J_,(a). Damit haben wir J_,(a) C I
gezeigt.

Wir miissen nun noch a \ by € I zeigen. Angenommen, dies gilt nicht. Dann
wihlen wir einen Ultrafilter D auf @ mit D NI = @ und a \ by € D. Es gilt
cf([Ta/D) = X. Nach Korollar 4.12 gibt es ein b € J_,,(a) N D. Nach Wahl von
by ist b C T (a) by. Nach dem letzten Absatz ist D als Erweiterung von I auch
Erweiterung von J_, (a) und somit b Cp by. Es folgt der Widerspruch by € D. B

Korollar 4.26. Sei a progressiv, A\ € pcf(a) und by eine Teilmenge von a, die
T+ (a) diber J_y(a) erzeugt. Dann ist X\ ¢ pcf(a \ by).
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Das letzte Resultat in diesem Abschnitt entspricht [BM, 4.9], wird hier jedoch

mit etwas anderen Methoden bewiesen.

Korollar 4.27. Ist a progressiv und (by : A € pcf(a)) eine Generatorenfolge fiir

a, so gibt es fir alle ¢ C a einn € w und Ay, ..., \, € pcf(c) mit
(i) max{Aq,...,\,} = max pcf(c)
(ii) c C by, U---Uby,

Beweis. Sei ¢y := c. Fiir n < w definieren wir rekursiv

Cn41 = {C" \ o peten) Cn 7£ 0
' | @ Cp = Q)

Nach Korollar 4.26 ist max pcf(c,11) < max pcf(c,), falls ¢, # 0 ist. Daher
muf es ein (minimales) n < w mit ¢, = @ geben. Wir setzen dann ;11 :=

max pcf(c;) firi <n. B

36



5 Elementare Unterstrukturen von H(O)

5.1 Die Mengen H(O)

Eine Menge x heifit bekanntlich transitiv, wenn (Jx C z gilt. Wir nennen x
super-transitiv, wenn z € x aus z C y € z folgt. Mit tc(x) bezeichnen wir die
transitive Hiille von z, also die kleinste transitive Obermenge von z. Fiir jede

unendliche Kardinalzahl © sei

H(O) :={z : | tc(x)| < O}
die Klasse der Mengen, die erblich von einer Kardinalitéit kleiner als x sind.
Lemma 5.1. Fir alle Mengen x ist tc(z) = x U J{tc(y) : y € x}.

Beweis. [Ku, IIT 3.5] Sei a := 2 U J{tc(y) 1y € z}. Ist z € y € a, so ist y € x,
also z € y C te(y) C a, oder y € te(u) fiir ein u € x, also z € te(u) C a, da
tc(u) transitiv ist. Folglich ist a transitive Obermenge von z. Ist b eine transitive

Obermenge von z und y € x, so ist y C b, also auch tc(y) C b. Daher ist a C 5. B
Lemma 5.2. Fir jede unendliche Kardinalzahl © gilt:
(i) H(©) ist transitiv.
(ii) H(O©) ist super-transitiv.
(iii)) HO)NON =0

Beweis. [Ku, IV 6.4] Ist y € x oder y C z, so gilt tc(y) C tc(z). Dies liefert die
ersten beiden Aussagen. Die dritte folgt aus der Tatsache, dafl alle Ordinalzahlen

transitiv sind. W
Lemma 5.3. Ist © requlir, so ist H(©) = {x C H(O) : |z| < ©}.

Beweis. [Ku, IV 6.4] Sei x € H(©). Dann ist |tc(x)| < ©. Nach Lemma 5.2 ist
x C H(O). Wegen z C tc(z) ist damit die eine Inklusion gezeigt. Sei umgekehrt
x C H(O) und |z| < ©. Dann ist | tc(y)| < © fiir alle y € x, also nach Lemma 5.1

[ te(@)] = |z U Jfte(y) sy € 2} < ©,
da © regular ist. B
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Korollar 5.4. Sei © regulir, und seien x,y € H(©). Dann sind auch {z,y} und
Uz Elemente von H(O).

Mit V,, bezeichnen wir die entsprechende von Neumannsche Stufe (s. [Jel, p. 71]).

Lemma 5.5. Ist k eine unendliche Kardinalzahl, so ist H(k) C V,; insbesondere

ist H(k) also eine Menge.

Beweis. Sei zundchst k regular. Wir beweisen die Behauptung durch e-Induktion:
Sei z € H(k). Nach obigem Lemma ist dann x C H(k) und |z| < k. Nach
Induktionsvoraussetzung ist x C V.. Wegen der Regularitéit von « folgt = € V.

Ist k singulér, so folgt mit dem eben bewiesenen

= J{H(©): © € Ro,k)reg} S J{Vo: O € Ro,K)reg} = Vi B
ZFC™ sei das Axiomensystem ZFC ohne das Potenzmengenaxiom.
Satz 5.6. Ist © > w requlir, so ist H(O) ein Modell von ZFC™.

Bemerkung. Wir folgen hier der iiblichen Konvention und identifizieren die Struk-
tur (H(©), €) mit ihrem Individuenbereich H(O).

Beweis. [Ku, IV 6.5] Zunéchst ist H(O) transitiv und erfiillt deshalb das Extensio-
nalitdtsaxiom. Da das Fundierungsaxiom und das Auswahlaxiom ,auflen® gelten,
gelten sie auch in H(©). Paarmengen- und Vereinigungsmengenaxiom gelten, weil
H(©) nach Korollar 5.4 abgeschlossen gegen die entsprechenden Operationen ist.
Das Aussonderungsaxiom gilt, weil H(©) super-transitiv ist, das Ersetzungsaxiom

wegen der Charakterisierung in Lemma 5.3 und das Unendlichkeitsaxiom wegen
weH©). 1

5.2 Absolutheit

Schreiben wir eine Formel ¢ in der Form ¢(Z), so bedeutet dies, daf alle freien
Variablen von ¢ unter ¥ vorkommen. Die Schreibweise VZp soll stets implizieren,
daB iiber alle freien Variablen von ¢ quantifiziert wird. ZFC-Formeln sind For-
meln, die als einziges nichtlogisches Symbol das zweistellige Relationszeichen &

enthalten.
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Lemma 5.7. Sei ¢(xq,...,x,) eine ZFC-Formel, © requlir und N eine elemen-

tare Unterstruktur von H(O). a1, ..., a, seien Elemente von N mit
Va € H(O) (p(a,aq,...,a,) <= H(O) = ¢(a,as,...,a,)) (2)
Dann gilt:

(i) Jda € H(O) ¢(a,a4,...,a,) = b€ N ¢(b,ay,...,a,)
(ii) 3la € H(O) p(a,a1,...,a,) = a €N

(iii) Ist <* eine Wohlordnung von H(O), (N, €,<*) elementare Unterstruktur
von (H(©), €,<*) und a das <*-kleinste Element von H(O), fir das

H(@) ): 90(0’7 ag, . .- aa'n)
gilt, so ist a € N.

Beweis. Sei a € H(©) mit ¢(a,ay,...,a,). Nach (2) gilt H(O) & ¢(a, a4, ..., a,),
also gilt 3z ¢(z,a4,...,a,) in H(O). Da N elementare Unterstruktur von H(O)
ist, gilt diese Formel auch in N, d.h. es gibt ein b € N mit N = ¢(b,aq,...,a,).
Es folgt H(O) = (b, ay,...,a,) und damit ¢(b,ay, ..., a,).

Die Giiltigkeit der zweiten Behauptung ist nun offensichtlich, die der dritten

beweist man mit der Formel

(9 A VT <" 2o ~9(Tni1)) (a1, -, an). u

Bemerkung. Offensichtlich gehen hier keine speziellen Eigenschaften von H(©)
ein. Fiir unsere Zwecke ist es jedoch nicht nétig, das Lemma allgemeiner zu for-

mulieren.

Eine ZFC-Formel ¢(Z) heifit absolut fir eine Struktur M, falls gilt:
VZe M(p < M [ ¢).

Ist (o, . . ., z,) absolut fur H(O), so gilt Gleichung (2) fiir alle ay, ..., a, € H(O).
Da das eben bewiesene Lemma im folgenden eine zentrale Rolle spielen wird
(obwohl wir es im allgemeinen nicht zitieren werden), versuchen wir nun, eine
moglichst grofe Klasse von Formeln anzugeben, die absolut fiir gewisse H(O)
sind:

Wir definieren induktiv den Begriff der Aj-Formel:
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e Jede atomare Formel der Form x € y oder = y ist eine Ap-Formel.
e Sind ¢ und ¥ Ag-Formeln, so sind auch —¢ und (¢ V ¢) Ag-Formeln.

e Ist ¢ eine Ag-Formel, dann ist auch jede Formel der Form Jx € y ¢ eine
Ao-Formel.

Ist ¢ eine Ap-Formel, so heifit jede Formel der Art dzy...dz, ¢ ¥;-Formel.
(Dabei ist n = 0 zugelassen, insbesondere sind also Ag-Formeln ¥;-Formeln.) Ist
T C ZFC eine Theorie (also eine Menge von Formeln), so heifit ¢ Al-Formel

bzw. ¥¥-Formel, wenn es eine Ag-Formel bzw. eine ¥;-Formel ¢ gibt mit:
TEp < .
Lemma 5.8. Sei M eine transitive Struktur. Dann gilt:

(i) Jede atomare ZFC-Formel ist absolut fiir M.
(ii) Sind die ZFC-Formeln ¢ und v absolut fir M, so auch —p und ¢ V 1.

(iii) Ist die ZFC-Formel ¢ absolut fir M, so auch jede Formel der Form
dz ey p.

Beweis. [Ku, IV 3.2 & 3.4] Nach Definition des Giiltigkeitsbegriffs sind die For-
meln x = y und = € y absolut fiir M. Der zweite Teil ergibt sich mit aussagenlo-
gischen Argumenten. Ist ¢ absolut fiir M, so ist wegen der Transitivitdt von M

auch dx € y ¢ absolut fir M. W

Satz 5.9 (Levy). Ist © dberabzihlbare Kardinalzahl, so ist jede Yy-Formel ab-
solut fir H(O).

Beweis. [Dr, 3.7.4] Nach Lemma 5.8 sind Ag-Formeln absolut fiir H(©). Daher
reicht es, die Behauptung fiir 3;-Formeln der Form Jxp zu beweisen. Wir fithren
eine Induktion iiber die Anzahl der unbeschrénkten Quantifizierungen in ¢ durch:
Fiir den Induktionsanfang ist ¢ eine Ag-Formel. Seien also aq, ..., a, Elemente
von H(O), so daB Jxp(x,ay,...,a,) gilt. Wir wollen H(O) | Jxp(z, a4, ..., a,)
zeigen. O.B.d.A. konnen wir offenbar © = ™ fiir eine unendliche Kardinalzahl x

annehmen, denn fiir Limeskardinalzahlen © > w gilt
H(O) = U{H(/ﬁ) rw< Kk <O}
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Wir wihlen ein beliebiges a mit ¢(a,aq,...,a,). Nach dem Reflektionsprinzip
([Jel, Theorem 29]) gibt es ein @« € ON mit a,ay,...,a, € V, und V, [
ola,aq,...,a,). Wegen ay, ..., a, € H(k™) finden wir nach dem Satz von Skolem-

Lowenheim eine elementare Unterstruktur Y von V., mit
Y| <k A tc({ay,...,a,}) U{a} CY.

Da V, extensional ist, ist auch Y extensional, also gibt es nach dem Kollabierung-
slemma von Mostowski ([Jel, Theorem 28]) eine transitive Menge Y’ und einen
€-Isomorphismus 7 von Y auf Y. Wegen tc({ai,...,a,}) C Y ist w(a;) = a;
fir t = 1,...,n, also gilt Y’ = p(n(a),a1,...,a,). Da Y’ transitiv und ¢ Ap-
Formel ist, gilt ¢(7(a),as,...,a,) nach Lemma 5.8. Ferner ist |Y'| = |Y] < &,
also Y € H(k™). Wegen der Transitivitdt von H(k™) folgt 7(a) € H(k™).

Fiir den Induktionsschlufl sei ¢ von der Form dy). Ist u eine neue Variable und
X =dreudyeu,

so gilt
Ju € H(O) x < dJz € H(O) Jy € H(O) 7,

da H(©) transitiv und abgeschlossen gegen die Bildung von Paarmengen ist. Auf

Jux 148t sich offenbar die Induktionsvoraussetzung anwenden. ll
In diesem Zusammenhang zitieren wir auch noch [Ku, IV 3.7]:

Lemma 5.10. Seien ¢ und ¢ ZFC-Formeln. Ist M Modell einer Theorie T C
Z¥C und qilt T' = p <= 1, so ist p genau dann absolut fiir M, wenn 1 absolut
fur M ist.

Damit ist klar, daf8 jede Y2¥C" -Formel absolut fiir H(©) ist, wenn © > w regulir
ist. Weitere Resultate zur Absolutheit finden sich z.B. in [Ku, IV].

Wir werden nun anhand einiger typischer Beispiele zeigen, wie wir die eben
présentierten Eigenschaften von H(O) in Zukunft benutzen werden. © sei jeweils

regulér und iiberabzéhlbar.
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Beispiel A. Sei N eine elementare Unterstuktur von H(©) und a € N. |z| > |y

ist eine Y2FC" _Formel, denn sie ist bzgl. ZFC™ #quivalent zu

f (f : 2 —y A W(f) =),

und damit zu einer 3;-Formel, wie man sich leicht iiberlegt. Die Formel z = |y

ist dquivalent zu
z[ = |y| Az € ON AVz €z (2] = [yl)

und damit nach Lemma 5.8 und Satz 5.9 absolut fiir H(©). Da |a| eine eindeutig
bestimmte Menge ist und in H(©) liegt, ist |a| € N nach Lemma 5.7.

Beispiel B. Sei <* eine Wohlordnung von H(©). (M, €, <*) und (N, €, <*) seien
elementare Unterstrukturen von (H(©), €, <*) und a eine Menge, die Element
von M und N ist. Nach dem obigen Beispiel liegt auch |a| in M und N. Jede
Bijektion von |a| auf a liegt nach Lemma 5.3 offenbar in H(©). Also gibt es eine
<*-minimale Bijektion A von |a| auf @ in H(©). Man tiberlegt sich leicht, dafl =
ist Bijektion von y auf z“ eine AZ¥“" -Formel, also absolut fiir H(O) ist. Nach

Lemma 5.7 liegt h sowohl in M als auch in V.

Um so wie hier vorgehen zu kénnen, werden wir in Zukunft immer davon ausge-
hen, daf$ eine Wohlordnung <* von H(©) mit zur Struktur H(©) gehdrt.

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist das folgende:

Beispiel C. Die Formel zy = pcf(x;) ist im allgemeinen nicht absolut fir H(©).
Ist etwa © = R, 2% = O und a = {X,, : n < w}, so ist a € H(O), jeder
Ultrafilter auf a hat aber die Méchtigkeit © und liegt damit nicht in H(©). Es
folgt H(O) [= pef(a) = 0.

Kennt man a vorher, so kann man © jedoch grofi genug wéhlen: Ist a eine Menge
von reguliiren Kardinalzahlen und © > max pcf(a) reguliir (etwa © > 227" so
erfiillt die Formel xy = pcf(z;) fiir den Parameter a € H(©) die Voraussetzung (2)

von Lemma 5.7. Die Formeln
»x ist Ultrafilter auf y*
und

,x ist modulo y kofinale Folge der Lange z in H w*
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sind nédmlich absolut fir H(©), und alle Ultrafilter auf a, alle Folgen in [] a und
alle Elemente von pcf(a) sind Elemente von H(©). Nach Lemma 5.7 ist pcf(a)

somit Element von N, falls NV elementare Unterstruktur von H(©) mit a € N ist.

Schlufiweisen wie die hier vorgefiithrten werden wir von nun an regelméfig ohne
weiteren Hinweis benutzen. Der Leser moge sich darauf verlassen, dafl © jeweils

so grofl gewahlt wurde, dafl keine Probleme entstehen.

5.3 Approximationsfolgen

Bis zum Ende dieses Kapitels sei © immer tiberabzdhlbar und requldr.
Sei M eine beliebige Menge und a eine Menge von Ordinalzahlen. Eine Funktion

D charakterisiert M iiber a, wenn gilt:

e M NaCDb(D),

e V6 € M Na (D(J) ist unbeschriankte Teilmenge von M N [mina, d)on).
Das folgende Lemma zeigt die Bedeutung dieser Definition:

Lemma 5.11. Sei a C H(O) ein Intervall von reguliren Kardinalzahlen, und

seien M und N elementare Unterstrukturen von H(©) mit

(i) MNmina C N

(i) MNaC N

(iii) Es gibt eine Folge von Teilmengen von N, die M tber a charakterisiert.
Dann ist M Nsupa C N.

Beweis. Sei (Ds : 0 € a N M) eine charakterisierende Folge fiir M iiber a mit
Ds C N fiir alle 6 € a N M. Wir zeigen M N A C N fiir alle Kardinalzahlen
A < sup a durch Induktion iiber A:

Fir A = mina gilt die Aussage nach (i). Ist A eine Limeskardinalzahl, so folgt
die Aussage aus der Induktionsvoraussetzung. Sei also A € [mina,sup a)cy mit
MNXC N. Wir zeigen M N AT C N:

Sei o € M N AT und O.B.d.A. o > \. Mit den Methoden des letzten Abschnittes
folgt A = |a| € M und auch \™ € M. Sicher ist A" ein Element von A. Nach (ii)
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ist AT € N, also auch A € N. Nach Voraussetzung gibt es ein 3 € Dy+ mit o < [3,
und es ist 5 € M NN NAT. Da |3| = A ist, gibt es eine <*-minimale Bijektion h
von A\ auf 3, die in M und in N liegen mu#f.

Da die Formel
o(z,y,z) =,z ist Bijektion von y auf z*

eine A3¥C" _Formel, also absolut fiir H(©) ist, gilt M = o(h, A, 3). Dies bedeutet,
daB i [(M N A) eine Bijektion von M N\ auf M N3 ist. Analog gilt dies auch fiir

N. Nach Induktionsvoraussetzung folgt nun
aeMNB=hMNAChNNAN=NNSG,
insbesondere also « € N. R

Die Menge M N supa wird hier also ausreichend durch M N mina, M N a und
eine entsprechende charakterisierende Folge beschrieben. Dies erlaubt eine Ab-

schiatzung der Anzahl der Mengen von der Art M N sup a:

Lemma 5.12. Seia C H(O) ein Intervall requlirer Kardinalzahlen, 1 eine unend-
liche Kardinalzahl und ® eine beliebige Menge. Wir nennen eine elementare Un-
terstruktur M von H(©) schon, wenn |M| < p ist und es eine Folge gibt, die M

tber a charakterisiert und Element von ® ist. Dann gilt:
{M Nsupa: M schin}| < |minal* - |alt - |D|.

Beweis. Sind M und N elementare Unterstrukturen von H(©) mit M Nmina =
N Nmina und M Na = N Na und werden M und N durch eine gemeinsame
Folge D iiber a charakterisiert, so ist M Nsupa = N Nsupa nach Lemma 5.11.
Wegen |[M| < p fiir alle schonen M gibt es nur |minal* viele Moglichkeiten
fir M Nmina und |a|* viele Moglichkeiten fiir M N a. Somit folgt offenbar die
Behauptung des Lemmas. Bl

Angesichts dieser Resultate stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt moglich ist,
»schone® Strukturen zu finden. Dazu entwickeln wir die folgenden Begriffe:

Fiir jede Menge M definieren wir die charakteristische Funktion y;; von M
durch

Xm (@) == sup(M Na)
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fiir o« € ON.
Eine Folge (V; : i < 7) von Unterstrukturen von H(©) heifit Approximations-
folge in H(O), falls gilt:

e Ist i+ 1<, soist V; elementare Unterstruktur von N;.
e Ist i < v eine Limeszahl, so ist N; = [J{N; : j < i}.
o Isti+ 1<, s0ist (N;:j<i)e& Nipq.

(Die ersten beiden Eigenschaften besagen gerade, dafl eine Approximationsfolge
insbesondere eine stetige elementare Kette ist.)
Mit Hilfe des Satzes von Skolem-Lowenheim ist es kein Problem, Approxima-

tionsfolgen rekursiv zu definieren. Es gilt offenbar:

Lemma 5.13. Ist u < O eine unendliche Kardinalzahl und o < p*, so gibt
es fir alle X € H(O) mit | X| < p eine Approximationsfolge (N; : i < o) mit
X C Ny und |N;| < p fir alle i < o.

Das folgende Lemma wird spéter ein Hilfsmittel sein, um charakterisierende Fol-
gen zu konstruieren. (Man beachte, dafl jeder Teilclub von C' unbeschrinkte Teil-

menge von N, Nk ist.)

Lemma 5.14. Sei A < O eine Limeszahl und (N; : i < \) eine Approzimations-
folge in H(©). k € Ny sei eine Limeszahl und \N\ < cf( ) fir alle i < A\. Dann
qgilt:

(i) Vi <X (xwv, (k) € Niy1 NK)

(ii) (xn, (k) = @ < A) ist eine Normalfunktion mit Werten in Ny Nk und dem

Supremum xn, (k). Insbesondere ist
Cf(x, (4)) = (V).
Beweis. Sei i < A. Da (N : j < \) eine Approximationsfolge ist, ist

f:(NzJSZ)eNH-l
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und damit N; = f(max Db(f)) € N;y1 (mit den Methoden des letzten Ab-
schnittes). Ferner ist x € Ny € N;;; und damit (mit analogen Argumenten)
Xn; (k) € Niy1. Wegen |N;| < cf(k) folgt die erste Behauptung.

Da mit jedem o € N;;; auch a + 1 Element von N,y ist, mufl xy, (k) kleiner
als xn,,,(x) sein. Ist i < X eine Limeszahl, so gilt wegen der Stetigkeit von

Approximationsfolgen

sup{xn, (k) : j < i} = N nr) 5 < i}
= JUA; 5 < it nw) = [JINin k) = xw, (k).

(xn, (k) : i < A) ist also eine in yu, (k) kofinale Normalfunktion, deren Werte alle

in N, Nk liegen. Damit folgt die zweite Aussage. B

5.4 Die Skolembhiille in H(O)

L-Formeln seien solche, die zu H(©) passen, also solche, deren nichtlogische
Symbole nur € und <* sind. Jeder L-Formel ¢(zo,...,x,) ordnen wir eine neue

L-Formel ¢* zu. Dies sei die Formel

(o, ooy n) ANVTp (Tpgr <" 2o = @(Tpg1, T1, ..o, Tp)).

Gilt H(O) = ¢*(ag, - .., a,), so ist ag also das <*-kleinste a € H(©) mit H(O)
vla,ar,...,a,).
Eine praktische Konsequenz der Hinzunahme der Wohlordnung <* ist das fol-

gende Lemma. (Siehe auch (iii) in Lemma 5.7.)

Lemma 5.15. Sei N eine nichtleere Menge von elementaren Unterstrukturen

von H(O). Dann ist ()N eine elementare Unterstruktur von H(O).

Beweis. Sicher ist (M # 0, da z.B. () Element jeder elementaren Unterstruktur
von H(O) ist. Aulerdem ist [ natiirlich Unterstruktur von H(©). Seien nun
ai,...,a, € (MM und b € H(O) mit

H(O) = ¢(b,a,...,a,)
fiir eine L-Formel . Wir miissen zeigen, dafl es einen solchen , Erfiiller* b in (|0t
gibt.
Nun gibt es genau ein @ € H(O©) mit H(O) = ¢*(a,aq,...,a,). Ist N € N, so gilt
ai,...,a, € N, und damit ist a € N. Es folgt a € N. A
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Dieses Lemma rechtfertigt die folgende Definition: Ist X C H(O), so ist
Ske(X) :=[ {N 2 H(®): X C N}

die Skolem-Hiille von X. Offenbar ist Ske ein Hiillenoperator auf H(©), und
Ske(X) ist die kleinste elementare Unterstruktur von H(©), die Obermenge von
X ist.

Fiir jede L-Formel ¢(zo, ..., x,) sei nun f, die Funktion von H(©)" in H(O), die
jedem Tupel (ay,...,a,) das <*-minimale a € H(O) mit H(O) = ¢(a, a4, ..., ay)
zuordnet, also das eindeutig bestimmte a mit H(©) = ¢*(a, ay,. .., a,), falls solch
ein a existiert; anderenfalls sei der Funktionswert (). Sicher ist f, eine Skolem-
funktion fiir .

Ist F' eine beliebige n-stellige Funktion (d.h. Db(F) C V") und A eine beliebige

Menge, so setzen wir
F"A:= F[A"NDb(F)].

Bemerkung. Diese Definition ist nicht ganz eindeutig, da sicherlich jede Funktion
auch 1-stellig ist. Gibt es jedoch n,m € w\ 1 mit m # n, so daB F' m-stellig und
n-stellig ist, so ist m = 1 oder n = 1 (wenn F' # () ist). In diesem Fall soll sich die
obige Definition natiirlich auf den (eindeutig bestimmten) grofieren der beiden

Werte beziehen.

Wir erhalten nun eine sehr einfache Méglichkeit, die Skolem-Hiille zu bestimmen:

Lemma 5.16. Ist X C H(O), so ist

Ske(X) = U{f;fX : @ L-Formel}.

Beweis. Sei Xo := X und Xy = U{fl X, : ¢ L-Formel} fir n < w sowie
Xt = |U{X, : n < w}. Bekanntlich ist dann (X, : n < w) eine aufsteigende
Kette von Mengen und X' elementare Unterstruktur von H(©). (Dies ist gerade
der iibliche Beweis des Satzes von Skolem-Léwenheim.) Nach Konstruktion der
Skolemfunktionen f, gilt offenbar sogar X = Skeg(X). Es reicht also zu zeigen,
dafl X, = X, ist, denn dann folgt X,, = X, fiir alle n > 2 und damit X+ = X,

also die Behauptung des Lemmas.
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Seien aq,...,a, aus Xi, und sei a = f,(ay,...,a,) fiir eine L-Formel ¢. Fir

i = 1,...,n gibt es dann af,...,a, € X, und eine L-Formel ¢; mit a; =
i i : — N e R ;
foi(ay, ... a,). Seinun s := 0, s;:= >, ny firi=1,...,n und ¢ die Formel
n
* *
Hxsn-‘rl s 3x5n+n ¥ (xo’x5n+17 st 7x5n+n) N /\(pz (xsn‘f‘i’xsifl“!‘l’ s 7x81‘)'
i=1
D ist _ f ( 1 1 2 2 n n ) cX:. m
ann ist a = fy(ay,...,ap,,,0i,...,a;,,...,af,....a; 1.

Lemma 5.17. Sei N elementare Unterstruktur von H(O), und seien v, A € N
mit |A| < cf(y). Ist N’ die Skolemhiille von N U A, so ist

v (7) = xn ()

Beweis. O.B.d.A. sei v Limeszahl (denn sonst ist A = (), also N = N’). Sicher
gilt ,>*“. Wir zeigen die andere Ungleichung:

Sei 3 € N'N~. Nach dem obigen Lemma gibt es aq,...,a, € N U A und eine L-
Formel p(xo, ..., x,) mit 3 = fy(a1,...,a,). Sei {b1,...,bn} = {a1,...,a,} NN,
d.h. 3 € AT := fI(AU{by,...,by}). ¥ sei die Formel (mit Konstanten aus N)

Axy ... 3z, © (20, ... x0) A /\(JUz cAV \/:10Z =b;).
i=1 j=1

Dann ist a € AT genau dann, wenn H(O) = ¢(a) gilt, d.h. diese Eigenschaft ist
mit Parametern aus N definierbar.

Wegen |A| < cf(y) ist nun AT N~ eine beschrinkte Teilmenge von ~. Also gibt
es ein <*-minimales { € ¥ mit AT N~ C {. Nach dem letzten Absatz ist ( € N,

also B < ¢ < yn(). W

Hieraus kénnen wir nun folgern, dafl wir elementare Unterstrukturen von H(O)
vergroBern konnen, ohne daf sich die charakteristische Funktion (bei entspre-

chend grofien Werten) dndert:
Korollar 5.18. Sei N elementare Unterstruktur von H(©), v € N regulir und
a < xn(v). Ist N die Skolemhiille von N U {a}, so ist

X (7) = xn(7)-

Beweis. Man wihle ein ¢ € N Ny mit a < (. Benutzt man das obige Lemma
mit A = ¢, so erhélt man xske(vuc)(7) = xn (7). Da N’ eine Unterstruktur von
Ske (N U () ist, folgt so die Behauptung. H
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5.5 Eine Alternative zu H(O)

Wir wollen in diesem Abschnitt noch kurz auf die kombinatorischen Grundlagen
der in diesem Kapitel entwickelten Methode eingehen. Dabei werden wir zeigen,
daf die Arbeit mit elementaren Unterstrukturen von H(©) zwar sehr praktisch
und elegant ist, dafl es aber eigentlich nicht notig ist, sich mit modelltheoretischen
Begriffen wie ,, Absolutheit®, ,elementare Unterstruktur® oder ,, Ag-Formel* zu
beschéftigen, um die Beweise in den folgenden Kapiteln fithren zu kénnen.

Man kann an den Beispielen im zweiten Abschnitt sehen, dafl es im wesentlichen
darum geht, dafl die Mengen, die wir betrachten, abgeschlossen gegen bestimmte
Operationen sind. Dies werden wir nun exakt definieren. (Man erinnere sich dabei
an die Definition von F"”A auf Seite 47 und die Bemerkung danach.)

Ist f eine Funktion und A eine Menge, so ist A abgeschlossen bzgl. f, falls
f"A C A ist. Ist F' eine Menge von Funktionen, so ist A abgeschlossen bzgl.
F, falls A abgeschlossen bzgl. aller f € F ist.

Damit kénnen wir sofort Beispiel A umformulieren: Sei IV eine Menge, die abges-

chlossen bzgl. der Funktion
Fy={(z,|x]) : x € V}

ist. Ist a € N, so ist auch |a| € N. Analog konnen wir bei Beispiel C vorgehen.
Auf das Beispiel B wollen wir nun eingehen:

Fiir jede Kardinalzahl \ sei F3' eine Funktion, die jedem geordneten Paar (z,vy)
mit x,y € V) und |z| = |y| eine Bijektion von z auf y zuordnet. (Solch eine

Funktion findet man sicher mit dem Auswahlaxiom.) Wir definieren auflerdem

),x(y)) : © Funktion A y € Db(x)},
), 27 (y)) : « injektive Funktion A y € Wh(z)} und
F5 :={(k,k") : k € CN}.

Dann gilt die folgende Analogie zu Lemma 5.11:

Lemma 5.19. Sei A ein Intervall von regquliren Kardinalzahlen, und seien M

und N Mengen, mit:
(i) M und N sind abgeschlossen bzgl. Fy, F5™* Fy, Fy, F5 und Fi'.

49



(i) MNminACN

(ii) MNACN

(iv) Es gibt eine Folge von Teilmengen von N, die M tiber A charakterisiert.
Dann ist M Nsup A C N.

Beweis. Wir gehen genau wie im urspriinglichen Beweis vor. Im Induktionsschritt
gilt M N A C N und wir miissen M N AT C N zeigen.

Ist « € M N AT und 0.B.d.A. o > A, so ist nach (i) A = |a] € M und AT € M,
nach (iii) also AT € N und wiederum nach (i) A € N. Nach (iv) finden wir ein
BeMNNNA mit a < 8. h:= F"4(\,3) ist dann eine Bijektion von A auf
3, die nach (i) in M und N liegt. Da M abgeschlossen bzgl. Fj ist, gilt

AWM NN = F3[{h} x (M NA\)]C M.

Ist umgekehrt v € M N B3, so ist h=Y(y) = Fy(h,v) € M. Also ist h[M N )] =
M N G und analog R[N N A] = N N {. Wie im alten Beweis folgt nun nach
Induktionsvoraussetzung v € N. W

Die zu Lemma 5.12 analoge Aussage folgt damit sofort.

Bemerkung. Hier wurde gleichzeitig gezeigt, wie man mittels der Funktion F3
Beispiel B entsprechend umformulieren kann. Man beachte, dafy die Vorgabe von
A eine Einschrinkung ist, die der Vorgabe von © in den vorhergehenden Ab-
schnitten entspricht. Auch hier ist es kein Problem, A immer grof§ genug fiir die

entsprechende Beweissituation zu wéahlen.

Ist F' eine Menge von Funktionen, so nennen wir (V; : i < 7y) eine F'-Approxi-

mationsfolge, falls gilt:
o Ist i+ 1<,soist NV; C N,;iq.
e Ist i <y eine Limeszahl, so ist N; = [J{N; : j < i}.
o Isti+ 1<y, soist (N;:7<1i)€ Nijy.

o Ist i <y, so ist N; abgeschlossen bzgl. F'.
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Wir ersetzen den Satz von Lowenheim-Skolem durch die folgende Aussage:

Lemma 5.20. Ist \ eine unendliche Kardinalzahl, A eine Menge mit |A] < A
und F eine abzahlbare Menge von Funktionen, so gibt es eine Obermenge A" von
A mit |A’| < X, die abgeschlossen bzgl. F' ist.

Beweis. Wie im Beweis des Satzes von Lowenheim-Skolem definieren wir rekursiv
Ap:= A und

A = A U J{f"A, : f € F}
fir n <w. A" :=J{4, : n < w} leistet dann das gewiinschte. B

Damit ist es sicher kein Problem, die folgende Analogie zu Lemma 5.13 zu be-

weisen:

Lemma 5.21. Sei p eine unendliche Kardinalzahl, o < p*, F eine abzihlbare
Menge von Funktionen und X eine Menge mit | X| < p. Dann gibt es eine F'-
Approzimationsfolge (N; : i < o) mit X C Ny und |N;| < p fiir alle i < 0.

Bemerkung. Hierbei geht auch ein, dafi | J2( abgeschlossen bzgl. F' ist, falls 2( eine
Kette von Mengen ist, die abgeschlossen bzgl. F sind.

Analysiert man den Beweis von Lemma 5.14, so sieht man, dafl diese Aussage

auch fiir F-Approximationsfolgen gilt, falls F' die folgenden Funktionen enthélt:
(i) {(z,Db(z)) : + Funktion}
(i) {(z,Jz):2 €V}
(iii) Fy (siehe Seite 49)
(iv) {((z,y),xNy) 2,y € V}
(v) {(a,a+1):a € ON}

Ist ndmlich (N; : i < \) eine F-Approximationsfolge fiir eine Limeszahl A, so ist
(N; @ j < 1) € Ny fiir alle ¢ < A Mit (i), (ii) und (iii) folgt dann sukzessive
i+ 1€ Njj1, i € Nyp und N; € Niyq. (iv) und (ii) liefern xy, (k) € Nyyq fiir
k € Niz1. Und wegen (v) muB xn, (k) < xn,,, (k) gelten, falls xn,(r) < & ist.
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Zum Schluf8 gehen wir noch auf die Skolem-Hiille aus dem dritten Abschnitt ein.

Ist A eine Menge und F' eine Menge von Funktionen, so setzen wir
Skp(A) = m{A’ : AC A" A A’ abgeschlossen bzgl. F}.

Nach Lemma 5.20 ist diese Menge wohldefiniert und sicher eine Obermenge von
A, die abgeschlossen bzgl. F' ist.
Ist nun F' abgeschlossen gegen die Komposition von Funktionen und ist die Iden-

titat auf V ein Element von F', so ist offenbar

Skp(A) = | J{f"A: feF}.

Damit haben eine Analogie zu Lemma 5.16 gefunden.

AuBerdem ordnen wir jeder Funktion f eine Abbildung f* zu durch:
fr=A(z, f'z):x € V}.

Wir nennen F' stark abgeschlossen, wenn F' abgeschlossen gegen Kompositio-

nen ist, die Funktionen
(i) idy,
(i) {(z,U=):2z eV},
(i) {((z,y),zNy):z,y eV}
(iv) {((x1,...,2n),{z1,. .., 2n}) s 21,..., 2, € V} fiirallen € w

enthiilt und wenn fiir alle f € F auch f* ein Element von F' ist. Sicher ist es wie in
Lemma 5.20 kein Problem, zu jeder abzéhlbaren Funktionenmenge [ eine abzéhl-
bare Obermenge F’ zu finden, die stark abgeschlossen ist. (Siche auch [HSW,
3.7].)

Lemma 5.22. Ist F' eine Menge von Funktionen, die stark abgeschlossen ist und
N eine Menge, die abgeschlossen bzgl. F ist, so gilt: Sind v, A € N mit |A| <
cf(y), so ist

Xskp(nvua)(Y) = xn ()
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Beweis. Dies wird genau wie Lemma 5.17 bewiesen: Ist § € v N Skp(N U A),
so gibt es by,...,b, € N und ein f € F mit § € AT := f"(AU{by,...,bn}).
Da F stark abgeschlossen ist, ist mit (iv) {b1,...,b,} € N, mit (iv) und (ii)
AUA{by,..., by} € N und somit AT € N (denn N ist abgeschlossen bzgl. f).
Mit (ii) und (iii) folgt, daB ¢ := sup(A*T N ~) ein Element von N ist. Nach
Voraussetzung ist ¢ < . B

Wir kénnten nun in den folgenden Kapiteln elementare Unterstrukturen von H(©)
immer ersetzen durch Mengen, die abgeschlossen sind bzgl. bestimmter Funktio-
nen, und kénnten dieselben Resultate beweisen. (Die Wahl der Funktionen hangt
dabei vom jeweiligen Beweis ab, man kommt jedoch immer mit abzéhlbar vielen
aus.) Dieser Abschnitt sollte jedoch auch klar gemacht haben, wie elegant She-
lahs H(©)-Methode im Vergleich zu diesem Ansatz ist. Wir werden daher auch

weiterhin mit ,,modelltheoretischen Methoden arbeiten.

Bemerkung. In diesem Abschnitt haben wir ein bifichen gemogelt, da haufiger
von Mengen von Funktionen die Rede war, obwohl die Funktionen teilweise echte
Klassen waren. Dies 1483t sich jedoch leicht umgehen, wenn man die Funktionen

auf eine geniigend grofle Menge einschréinkt, etwa auf V), fiir eine geniigend grofie
Kardinalzahl .
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6 ., Kontrollierte* Approximationsfolgen

6.1 Spezielle Folgen und Kontrollfunktionen

In diesem Kapitel sei a stets eine progressive Menge von requliren Kardinalzah-

len. Auflerdem definieren wir
Ap := max pcf(b)

fiir jede progressive Menge b von reguldren Kardinalzahlen.
Ist o regulér, so nennen wir eine Folge (f, : @ < A) von Elementen von []a

o-stetig, wenn
fo =min{sup{fg: 5 € C} : C Club in a}

fir alle & < A mit cf(a) = o gilt.
Ist o € (|a|, min a),eg iiberabzihlbar und fiir b C a jeweils f* = (f2: a < \y) eine

Folge von Elementen von ] a mit
o f? steigt modulo J_,, (a) streng monoton,
o f?ist o-stetig, und
o {f°1b:a< )} ist (punktweise) kofinal in [] b,
so nennen wir f := (f’: b C a) eine spezielle Folge fiir ¢ und o.

Lemma 6.1. Es gibt eine Folge f = (f° : b C a), die fiir alle diberabzihlbaren
o € (la|,mina),, spezielle Folge fiir a und o ist. Ferner gibt es fir alle o < A
mit cf(a) € (|al, mina)yey und cf(a) > w einen Club C* in o vom Ordnungstyp

cf () mit

fo=sup{fs:8eC}. (3)
Beweis. [Shb, IT 3.4A] Sei b C a. Nach Satz 4.22 finden wir eine Teilmenge G von
[]b mit |G| = Ay, die kofinal in ] b liegt. (gq : @@ < Ap) sei eine Aufzéhlung von
G. Wir definieren f* := (f°: a < \;) rekursiv:

f& € ] a sei beliebig gewihlt. Fiir alle a < A, setzen wir

b (5) m {maX{f§(5)+1,9a(5)} 5eb
TR0 +1 5éb
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fiir 6 € a.
Sei nun o < ), eine Limeszahl und (f§ : 3 < «) bereits definiert. Ist cf(a) €

(la|, min a),ee und cf(a) > w, so setzen wir
fo= min{sup{fg :B8e€C}:C Clubin a}.

Wiihlen wir fiir alle § € a einen Club Cs mit f{(5) = sup{f5(9) : 8 € Cs}, so ist
C*:=(Cs : 0 € a} wegen |a| < cf(a) ein Club in «, der offenbar (3) erfiillt.
(Ist der Ordnungstyp von C' nicht cf(«), so diinnen wir entsprechend aus.) Wegen
cf(a) < mina folgt damit insbesondere, daf f° ein Element von [] a ist.

Ist o eine Limeszahl mit cf(a) ¢ (Ja|, mina),, oder cf(o) = w, so wéhlen wir
ein f° € []a mit fg <J_,, @ fb fiir alle B < . Dies ist moglich, da Ty, (@)
Ap-gerichtet ist.

Damit ist die rekursive Definition abgeschlossen. Nach Konstruktion ist f° offen-
bar o-stetig fiir alle 0 € (|a|, min a),eg. Ist h € []b beliebig, so gibt es ein a < A,
mit A < g, und damit h < fgﬂ I'b. Es bleibt noch zu zeigen, dal f* modulo
J_», (@) streng monoton steigt:

Ist @ < A, mit cf(a) € (Jal, mina),ee und cf(a) > w sowie § < «, so gibt es ein
G e C*mit § <, und es ist fg, < f°. Induktiv folgt nach Konstruktion nun
die Behauptung. B

Ist N eine elementare Unterstruktur von H(©) und « eine Limeszahl mit cf(a) >
|N|, so ist immer yy(«) ¢ N, denn mit € NNaist auch f+1 € NNa. N
,kennt“ also die Werte von xn an vielen Stellen nicht.

Spezielle Folgen bieten jedoch die Moglichkeit, elementare Unterstrukturen von
H(©) zu konstruieren, die zumindest ein rudimentéres , Wissen* iiber ihre cha-

rakteristische Funktion haben. Dies besagt das folgende Lemma:

Lemma 6.2. Sei © > 22" requlir, o € (|a|, mina)yeg, 0 > w und (N; : i < o)
eine Approzimationsfolge in H(O). Ist f := (f* : b C a) eine spezielle Folge
fiir a und o, |N;| < mina fir alle i < o und a U {a, f} C Ny, so gilt fir alle
be N, NPl(a):

(1) f;NU(Ab) = Xn, la
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(ii) Es gibt eine Menge ¢ mit

b
Fina () =0\0) XN, -

Dabei ist c = B[f}, f2]Nb fiir gewisse a, f € NyNAy mit oo < . Insbesondere
gilt also

¢ € Ny N Ty, ().

Beweis. [Shb, 11 3.4] Fiir i < o setzen wir 7; := xn,(Ap). O.B.d.A. sei b (und damit
Ap) ein Element von Ny. (Sonst betrachten wir ein entsprechendes Endstiick der
Folge.) Ferner ist |N;| < mina < A\, = cf(),) fiir ¢ < 0. Nach Lemma 5.14 ist
(7 i < o) eine in 7, kofinale Normalfunktion und ~; € N,y fiur alle i < o.

Somit ist f € N, fiir alle i < 0. Nach Lemma 6.1 kénnen wir

1o =sup{fl, i€ C) (4)

fiir einen Club C' in ¢ annehmen. Damit ist (i) offenbar bewiesen.

Sei i < 0. Nach Voraussetzung iiber f° finden wir ein 8; < A\, mit xn, <p fgl
Sicher kénnen wir auch 3; € N;y1, also (3; < ;41 erreichen. Ist nun 72 < j < o, so
ist 3; € Niy1 € Ny, also fgz € N; und damit

fﬁbi <b XN; <b fgj, (5)

die Folge ( fﬁbz I'b:1 < o) steigt somit punktweise streng monoton.

Setzt man

cii={0€b: f5(8) = f7,()},

fiir i < o, so ist die Folge der ¢; also eine monoton steigende Folge von Teilmengen
von a. Wegen o > |a| mufl es ein iy mit ¢;, = ¢; fir alle @ € [ig, 0)on geben. Sei
6 €D\ ¢, Mit (5) folgt xn,(8) < f5 (8) fiir i € [ig, 0)on, also xn,(8) < f5 (9).
Schliellich sei jp € C' mit jy > 19, also

c:={6€b: fgio 0) > 2 (0)} € T.,,(b)

= Jj

nach Voraussetzung iiber f°. Offenbar ist ¢;, C ¢ (nach Gleichung (4)) und ¢ €
N,. 1
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Ist f eine spezielle Folge fiir a und alle iiberabziihlbaren o € (|a|, min @), (Wie

in Lemma 6.1), so definieren wir rekursiv tiber A\, die Mengen

Fo ={f21b\ ) Ugle:y <X AgeF A

6
Ela,ﬁ<)\b(a<ﬁ/\c:{5€b:f§(5)zfﬁb(é)})} )

fiir b C a. Da f* modulo J_,, (a) streng monoton ist, gilt ¢ € J_,, (a) fiir das ¢
aus Gleichung (6), d.h. A\, < A\y. §. ist also bereits definiert.
Eine derart gebildete Funktion

s {P(a) — U{P(I16) : b € a}
b = o

nennen wir eine (von f erzeugte) Kontrollfunktion fiir a, §, heifit Kontroll-

menge fiir b.

Lemma 6.3. Ist § eine Kontrollfunktion fir a und b C a, so ist
3] < max pef(b).

Beweis. Man beweist dies leicht durch Induktion iiber A\, anhand der rekursi-
ven Definition in Gleichung (6): Es gibt A, viele Moglichkeiten, v, « und (3 zu
wéhlen, und dazu nach Induktionsvoraussetzung jeweils |§.| < A. < A, viele, g

zu wahlen. B

Der folgende Satz erlaubt uns die Konstruktion von elementaren Unterstruktu-
ren von H(O), deren charakteristische Funktionen wir bereits im voraus kennen,
da sie in einer vorgegebenen Kontrollmenge liegen. Da wir die Méchtigkeit von
Kontrollmengen mit dem obigen Lemma abschétzen kénnen, erhalten wir so eine

sehr starke Aussage.

Satz 6.4. Seia eine unendliche progressive Menge requldrer Kardinalzahlen, b C
a und § eine Kontrollfunktion fir a. Ist © > 22" requlir, ¢ € (|a|, min a)yeg,
o> w und (N; : i < o) eine Approxzimationsfolge in H(©) mit {§,a,b} Ua C Ny

sowie |N;| < mina fir alle i < o, so ist

XN, [ b€ Sb.
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Beweis. [Shb, 11 3.4] Wir beweisen die Behauptung durch transfinite Induktion
iiber Ap.

Wir wihlen zunichst eine spezielle Folge f € Ny, die § erzeugt. Sei ¢ wie in (ii)
von Lemma 6.2 gewahlt.

O.B.d.A. kénnen wir ¢ € Ny annehmen (sonst betrachte ein entsprechendes End-
stiick der Approximationsfolge) und daher die Induktionsvoraussetzung auf ¢ an-

wenden: Es folgt xn, [ ¢ € §. und damit
XNy fb— XN () (b\ )UXN CES‘VI,. [ |

6.2 Ein strukturelles Ergebnis iiber pcf(a)

Zunichst werden wir spezielle Folgen anwenden, um eine Aussage iiber die Struk-
tur von pcf(a) zu machen. Das Ergebnis findet sich implizit im Beweis von [Sh5,
VIII 3.4].

Satz 6.5. Es gibt keine Folge (x; : i < |a|™) von Elementen von pcf(a) mit
max pef({x; : j < i}) < xs

fir alle i < |a|*.

Bemerkung. Man beachte, dafl im obigen Satz das Maximum von
pef({x; - j <i})

jeweils existiert, da {x; : j < ¢} progressiv ist.

Beweis. [Shb, VIII 3.4] Angenommen, so eine Folge existiert. Dann ist a sicher
unendlich. O.B.d.A. sei |a|™® < mina. Wir setzen a* := a U {x; : i < |a|T} und
o :=|a*|*. Dann ist a* sicher progressiv. f sei eine spezielle Folge fiir a*. Ferner

sel

b:= (b, : p € pcf(a))

eine Generatorenfolge fiir a.
Sei © reguldr und geniigend grof und (N; : i < o) eine Approximationsfolge in

H(O) mit |N;| < mina fiir alle i < o sowie
a*UlaltU{a, (x; : i < |a|t),b, f} C No.
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Ist i < |a|*, so existiert eine Folge (ci : k < n;) in N, mit § = ¢/, C ¢
- Ch={x;:J < i} sowie

i |

fXNa(/\cz) < XN,

fiur k£ <n; und

fxlzcvo(%;ﬂ) =(ci\ck ;) XNo

fir k£ < n;. (Zum Beweis der Existenz dieser Folge wendet man mehrfach Lem-
ma 6.2 an. Wegen ¢}, € J_ A (ch) ist Aci L < Aci » darum mufl man nach endlich
vielen Schritten fertig sein.)

Sei fso = f% Ja fiir § € pef(a) und o < Ay, Man setze

gi == sup{nyXNo(Xj) D) <i} (7)

fir i < |a|™. Wegen |i| < |a|] < mina ist g; € [] a. Nach Lemma 6.2 ist g; < xn, .
(Offenbar macht man durch Einschriinken auf a aus f eine spezielle Folge fiir a

und ¢.) Sicher ist g; < g;, also B; C B; fir j < i < |a|™, wenn wir
Bi:={6 € a:gi(0) = xn,(0)}

setzen. Damit existiert ein 7o mit B; = B;, fiir alle ¢ € [ig, |a|1). Ist j < i < |a|T,

so ist nach Lemma 6.2

{0€ by, fajoom, ) (0) < xwv, ()} € T, (a) (8)
und damit
{0 € by, 1 9i(6) <xw, (0)} € Ty, (a). (9)

Setzt man \; ; := /\CZ fir i < |a|t und k < n;, so ist
(xn, (X5) 1 7 <o) = xov, HxG =7 <o} = xwv, 1 ¢
ig to
— a0

. ; cni -1 1
XNO—()\io,O) r(c’(L]O \C7io> U o U fXN:(Aio,niO—l) r(cj’?ZOfl)-

Nun ist f € N,, 49 € |a|T € N,, (¢ : k < ny) € N, und (x; : i < |a]*) € N,.
Also ist (xn, (xj) : j < io) und damit nach (7) auch g,, ein Element von

N* = Sk@(No U {XNG()‘io,k) k< nio})'
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Es ist Ay x = max pcf(c)?) < max pef(cf?) < xi;, nach Annahme iiber die y;.
Wegen y;, € N, ist xn, (Xi,) = xn+(Xi,) nach Lemma 5.17.
Es ist

voi= min{a < Xio * Gio S(jqio (a) rbXZ.O) fxz-o,a}

ein Element von N* (weil alle Parameter in der Definition Elemente von N* sind),

also v < xn, (i, ). (7 existiert nach Wahl von f.) Es folgt
dy = {0 € by + frayn(0) 2 Frigns (i) (0)} € Ty, (@)
Nach (8) und (9) mit ig,ig + 1 statt 7, ist
dy = {0 € by, = (frigixm, (xip) (0) = X, (0) = gig11(0))} € Ty, (a).
Ist nun § Element der 7. <Xi0(a)—positiven Menge by, \ (di Udy), so ist
Frigr(0) < Frig s (xig) (0) = XN, (8) = Gig41(0) = gi5(9)

(letzteres nach Wahl von i) im Widerspruch zur Wahl von ~. B

6.3 Das Supremum von pcf ,(a)

In diesem Abschnitt benutzen wir die Methode der Kontrollfunktionen, um die
Ergebnisse aus Abschnitt 5 von [BM] zu beweisen. Wir werden diese Resultate

aus der Sicht der pcf-Theorie formulieren.
Lemma 6.6. Ist ju eine Kardinalzahl, so ist sup pcf,(a) < (supa)”.

Beweis. Sei A C a mit |A| < p, D ein Ultrafilter auf A und (f, : a < A) eine
modulo D kofinale Folge in [[ A. Diese Folge ist sicher injektiv und damit

A< TTA < (sup A) < (supa).  m
Analog beweist man das folgende Lemma:

Lemma 6.7. max pcf(a) < [Ja < (supa)®
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Der folgende Satz verallgemeinert [BM, 5.10] bzw. [Sh1l, XIII 5.1]. Wir kénnen
jedoch hier einen wesentlich kiirzeren Beweis angeben. Insbesondere miissen wir
nicht unterscheiden zwischen p = w und g > w und benétigen nicht das Farbung-
slemma [BM, 5.13] sowie die dort benutzten ,, Approximationsbédume*.

Sind A und p Kardinalzahlen, so nennen wir A p-stark, wenn s* < X fiir alle

Kardinalzahlen k < A gilt. (Insbesondere gilt: Ist A > 2, so ist u < 2# < \.)

Satz 6.8. Sei a ein progressives Intervall requldrer Kardinalzahlen ohne Maxi-

mum, p eine Kardinalzahl und min a p-stark. Dann ist

sup pef,(a) = (supa)"”.

Beweis. Nach Lemma 6.6 miissen wir nur noch ,,>* zeigen. O.B.d.A. sei p unend-
lich. Sei A := mina. Da A p-stark ist, ist A* = A. (Dies folgt mit der Hausdorft-
Formel, falls A Nachfolgerkardinalzahl ist, oder mit [Jel, Ex. 6.8], falls A schwach
unerreichbar ist.) Daher ist auch A* p-stark. Da sich die Aussage des Satzes nicht
dndert, wenn wir a \ {mina} statt a betrachten, konnen wir 0.B.d.A. annehmen,
da A = k7 und kK > |a| reguldr ist. Damit folgt nun, daf a keine Limeskar-
dinalzahlen enthélt. (Jede Limeskardinalzahl v aus [mina,supa)cy ist offenbar
Supremum von a N v. Daher gilt cf(r) < |a| < mina < v.) Da a progressiv und

A p-stark ist, gilt ferner
[[a]=#] = lal" < A. (10)

Fiir alle Limeszahlen o < supa mit cf(a) = & wihlen wir einen Club C, in «
vom Ordnungstyp k. § = (§p : b C a) sei eine Kontrollfunktion fiir a. Fiir alle

b C a setzen wir
3= {f €5 Vo € b ck(f(5)) = k)
und auBlerdem

& = U{%;l : A € [a]*"}.

Nach Lemma 6.3 und (10) ist |&| < sup pcf,(a). (Wir werden spéter sehen, daf
& nicht leer ist.) Fir f € & definieren wir nun

D :={(Ds: 06 € Db(f)) : V6 € Db(f) Ds € [Cys)|="}
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und schliefilich

D= J{9,;: fe s}

Ist f € &,s0ist A := Db(f) € [a]** und fiir alle § € Aist cf(f(6)) = &, d.h. Cys
ist definiert. Offenbar folgt |D | < [“([x]="°)| < X. Also ist [D] < sup pcf,(a).
Sei © > 22" reguliir. Wir nennen eine elementare Unterstruktur M von H(©)
schon, wenn | M| < p ist und es eine Folge in © gibt, die M {iber a charakterisiert.
Ist M schon, so ist [P(M)| < 2*. Finden wir fiir jedes # C sup a mit |z| = u ein
schénes M mit x C M, so folgt aus Lemma 5.12

(supa) = |[supal”| <2 - [{M Nsupa : M schon}| < sup pcf,(a).

Damit ware der Satz bewiesen.
Sei x C supa mit |z| = p. Wir miissen ein schones M mit 2 C M konstruieren.

Dazu wéhlen wir zunéchst eine Approximationsfolge (NV; : i < k) in H(©) mit
rUaUla U{F,a} C Ny

und |N;| = & fiir alle i < k. Nach Satz 6.4 ist xy, | A Element von §4 und damit
nach Lemma 5.14 von §, fiir alle A € [a]<¥. Fiir alle § € a gibt es nach diesem
Lemma dann einen Club Cf € N, N4 in xy,(6) vom Ordnungstyp . O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dafl C; C Cy (5 ist. (Sonst schneiden wir die beiden
Clubs. Man beachte dabei, dafl x > w gilt.)

Nun definieren wir rekursiv eine aufsteigende Folge (M,, : n < w) von elemen-
taren Unterstrukturen von N, der Méchtigkeit p: Zunéchst sei M, elementare
Unterstruktur von N, mit © C My und |My| = p. Sei nun n < w, M, be-
reits definiert und 6 € M,, N [mina,sup a)on. Dann ist yaz, (07) < xn.(67), da
|M,| = p < k= cf(xn,(07)) ist. Also gibt es ein o}, € C5, mit xar, (67) < 034

M, 11 sei elementare Unterstruktur von N, mit M,, C M, 1, |M,41| = p und
{05+ : 6 € M,, N [mina,supa)ex}t C M.
Damit ist die Definition der M,, abgeschlossen, und wir setzen

M::U{Mn:n<w}
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sowie f:= xn, [(M Na). Esist f € §Fn. C 6.
Sei o € M Na. Fiir o = mina setzen wir ¥, := (). Anderenfalls ist o = §* fiir ein
d € [mina,supa)cn, da a keine Limeskardinalzahlen enthélt, und § € M. Wir

wéhlen ein ns < w mit § € M,,. Sei
Yo i=10y :ns <n <w}

Nach Konstruktion ist ¥, eine Teilmenge von €}, also von Cf,). Die Folge 3 :=
(X,:0€ MnNa) ist somit ein Element von ®; und damit von ©. Es bleibt zu
zeigen, dafl X die Menge M iiber a charakterisiert, also dafl ¥, fiir alle o € M Na
unbeschréinkt in M N [mina, o)on liegt.

Sei also p = 0t € MNaund v € M Np. O.B.dA. sei 6 > mina. Wegen
d € M N [mina,p)on koénnen wir 4y > ¢ annehmen. Dann gibt es ein n < w
mit n > ns und v € M, N [5,67)on. Nach Konstruktion ist o} gréfer als v und

Element von >,. B

Wir zeigen nun noch kurz, dafi [BM, 5.1] eine Folgerung des eben bewiesenen

Satzes ist:

Korollar 6.9. Ist a ein Intervall regulirer Kardinalzahlen ohne Maximum mit

(mina)? < supa, so ist

max pcf(a) = H a.

Beweis. Sei k := ((mina)l®)*. Da supa < [Ja und sup a eine Limeskardinalzahl

ist, ist k < [[a. Ist v < K eine Kardinalzahl, so ist
V19 < ((min a)l)e = (min )l < &,

d.h. & ist |al-stark. Wir setzen b := [k, Sup ). Dann ist [[(a \ b) < sl* = &,
wegen [[a=1][(a\b) - []bmuB also [Ja =[]b gelten. Mit Satz 6.8 folgt

max pcf(a) > max pef(b) = sup pefy, (b) > (sup bl > H b= Ha.
Mit Lemma 6.7 folgt die Behauptung. B

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen dieses Korollars gilt also auch

cf(Ha) = Ha

nach Satz 4.22.
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6.4 Kofinalitit bzgl. C
Ist B eine beliebige Menge, so setzen wir
cfc(B) :=min{|C|: C CBAVre B3iye Cz Cy}.

cfc(B) ist also die kleinste Méchtigkeit einer Teilmenge von B, die beziiglich
der Halbordnung C kofinal in B liegt. Da B selbst so eine Menge ist, ist cfc(B)
immer definiert.

Wir geben zunéchst einige einfache Eigenschaften dieses Kofinalitdtsbegriffes an.
Lemma 6.10. Sind A\ und k Kardinalzahlen mit w < k < X, so gilt

cfc ([NJ=F) + 27 = A"
Beweis. Offenbar miissen wir nur ,,>“ beweisen. Sei & eine beziiglich C kofinale
Teilmenge von [A\]=F. Dann ist [A\]=F = [J{[S]=": S € &}, also

= N < YIS < 18] 2
Se6
Damit folgt sofort die Behauptung. B

Lemma 6.11. Fiir alle Kardinalzahlen X ist cfc([\]=) = 1.
Lemma 6.12. Sei A unendliche Kardinalzahl und k € [1,N)on. Dann gilt

cfc ([NS5) > .

Beweis. Angenommen, 8 C [A=F ist kofinal in [A|** mit [B| < A. Dann ist
[UPB| < A, also gibt es ein z € X\ |JB. Dazu gibt es dann kein P € P mit
{z} CP. 1

Lemma 6.13. Sind k und A Kardinalzahlen mit w < k < X, so ist

cfc([AT]=7) < AT + e (A=),
Beweis. Fiir a € [\, \T)on sei P, jeweils kofinal in [a]>F mit |PB,| = cfc([N]=F).
Wir setzen

P o= UPBa: e M A on}

Offenbar gilt || = AT + cfc ([A]=F). Wir zeigen, daB P kofinal in [AT]=* ist:
Ist X C AT mit | X| < &, so gibt es ein o € [A\, A1T)on mit X C «, da A" regulér
ist. Dazu gibt es ein P € B, TP mit X C P. A
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Korollar 6.14. Ist A unendliche Kardinalzahl und 1 <n < w, so st
Cfg([)\Jr"]S)‘) — )\+n.
Lemma 6.15. Seien & und \ Kardinalzahlen mit w < k* < \. Dann ist

cfc (A=) < et (A=)

Beweis. Sei B kofinal in [A\]<*" und 0.B.d.A. |P| = st fiir alle P € . (zF : a <
k") sei jeweils eine Bijektion von & auf P € P. Wir setzen M} = {z} : 5 < a}

fir P € P und a < kT sowie
M:={MI:PcPAra<r}

Dann ist |9 < [B| + T, nach Lemma 6.12 also |9| < |B.
Wir zeigen, dafl 901 kofinal in [A]=F ist: Ist X C X mit |X| < k, so gibt es ein
P € P mit X C P. Da kT regulir ist, existiert ein a < x* mit X C MZ € 9. W

Bemerkung. Diese Aussage gilt nicht fir k™ = )\, wie aus den Lemmata 6.11
und 6.12 folgt.

Der folgende Satz entspricht Theorem 3.6 in [Sh5]. Behauptung und Beweis
dort sind jedoch unvollstindig. Der vorliegende Beweis entstand auf der Basis
von [Sh7] und wurde mittels des Konzeptes der charakterisierenden Mengen ve-

reinfacht.

Satz 6.16. Sei \g unendliche Kardinalzahl, 1 < o* < A\g und A := )\(—)ﬁ-a*‘ Dann
qgilt

cfc ([NJ52) = max pcf({)\ar(’gﬂ) (B <a’}).

Beweis. Sei a := {)\ar(ﬁﬂ) : B < a*}. Offenbar ist a progressiv und damit ein
Intervall von reguldren Kardinalzahlen. (Jede Limeskardinalzahl zwischen Ay und
A hat eine Kofinalitét, die kleiner als o* ist.) Wir beweisen zunéchst ,,>*:

Sei P kofinal in [A\|S*. Wir setzen

fp(0) == sup(P N )
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fir P € P und 6 € a. Wegen |P| < \g < mina ist fp € []a fiir alle P € B. Nach
Satz 4.22 reicht es aus, cf([]a) < || zu zeigen: Sei f € [[a. Wegen |a| < Ag ist
Wh(f) € [\]5%, also gibt es ein P € P mit Wh(f) C P und damit

f(0) < sup(P N o) = fr(9)

fir alle 6 € a, d.h. f < fp.

Wir beweisen nun die andere Richtung. O.B.d.A. konnen wir a* > w annehmen.
(Sonst ist max pef(a) = max(a) = A und cfc([A\]5*) = X nach Korollar 6.14.)
AuBerdem konnen wir o := |o*|" < A\ voraussetzen. (Gilt dies nicht, so beweisen

wir den Satz fiir \J statt fiir Ag. Die Behauptung folgt dann mit
max pef({AF7™ B < o)) = max pef({(A))TPHY : 8 < a*})

und Lemma 6.15.)
Sei © > 22" regulir und § = (3 : b C a) eine Kontrollfunktion fiir a. Wir

setzen

G :={feF,:V0€act(f(d)) =0}

Fiir jedes o < A mit cf(«) = o wihlen wir einen Club C,, in a vom Ordnungstyp
o. Fiir jedes f € & sei Ny eine elementare Unterstruktur von H(©) mit |[N¢| = Ag

und
Ao UaUU{Cf((;) 10 €a} C Ny.

Nach Lemma 6.3 ist || < max pcf(a). Es reicht also zu zeigen, daf die Menge
{N;nA: fed}

bzgl. C kofinal in [\ ist:
Sei X C A mit | X| < Ag. Dazu sei (M, : i < o) eine Approximationsfolge in H(©)
mit |M;| = A\ fiir alle i < o und

XUXNUaU{F,a} C M,.

Nach Satz 6.4 ist f := xu, [ a € §4. Nach Lemma 5.14 gibt es fiir alle § € a einen
Club Ds € M,Né vom Ordnungstyp o in f(J) — insbesondere folgt damit f € &.
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Da o iiberabzéhlbar ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal D5 C Cys) ist,
anderenfalls schneiden wir die beiden Clubs. Damit ist (Ds : 6 € a) eine Folge von
Teilmengen von Ny, die M, iiber a charakterisiert. (O.B.d.A. sei mina < min Dy
fiir § € a.) Mit Lemma 5.11 folgt sofort X C M, NAC N;N A B
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7 Grundmengen, die nicht progressiv sind

7.1 Schwach progressive Mengen

Viele wichtige Resultate der pcf-Theorie wurden fiir progressive Mengen a bewie-
sen, also fiir solche mit |a| < mina. Haufig kann man sich jedoch klar machen,
dal etwa die Hinzunahme von endlich vielen Elementen, die die Progressivitéit
verletzen, die Giiltigkeit der Sétze nicht &ndert.

Betrachten wir z.B. Lemma 4.21: Ist a progressiv und b eine beliebige endliche
Menge von reguldren Kardinalzahlen, so ist pcf(a U b) = pef(a) U b. Da sowohl
pcf(a) als auch b ein Maximum besitzen, besitzt auch pcf(a U b) eines, obwohl
a U b nicht unbedingt progressiv sein muf3.

Solch eine Menge a U b ist gewissermaflen ,fast progressiv®. Andererseits kann
man sich Mengen konstruieren, die sozusagen ,,extrem nicht-progressiv® sind: Ist
A ein Fixpunkt der R-Funktion und a das Intervall [Rg, A) g, s0 ist kein Endstiick
vOn @ progressiv.

Wir versuchen hier, den Begriff der Progressivitit so weit zu verallgemeinern,
dal die wesentlichen strukturellen Resultate aus dem zweiten Kapitel erhalten
bleiben.

Wir nennen eine Menge a von reguldren Kardinalzahlen schwach progressiv,

wenn fiir jeden Fixpunkt A der R-Funktion |a N A| < A gilt.

Lemma 7.1. Ist a # () schwach progressiv, so gibt es eine nichtleere Teilmenge

b von a mit:
(i) b ist progressiv.
(ii)) @\ b C minb

Beweis. Besitzt a ein Maximum, so setzen wir b := {maxa}. Anderenfalls sei
A := supa. Dann ist A = Ny fiir eine Limesordinalzahl §. Ist A kein Fixpunkt
der N-Funktion, so ist |a| < |§] < A, anderenfalls ist |a| < A nach Definition des
Begriffes ,,schwach progressiv¢. In beiden Féllen kénnen wir b := a \ (|a| + 1)
wahlen. H

Lemma 7.2. Eine Menge a von requldren Kardinalzahlen ist schwach progressiv

genau dann, wenn es ein n € w und Mengen ay,...,a, gibt mit:
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(i) Fir allei € {1,...,n} ist a; progressiv.
(i) 1<i<n = a1 #0 N a; C mina;4
(i) a=a; U---Ua,

Bemerkung. Man beachte, dafl (ii) insbesondere impliziert, daf§ die a; paarweise

disjunkt sind.

Beweis. Seien zunéchst a,aq,...,a, Mengen von reguldren Kardinalzahlen mit
den Eigenschaften (i) bis (iii). O.B.d.A. sei a unendlich. Ist \ eine beliebige Kar-
dinalzahl und 1 <7 < n, so ist a; N A = () oder

’(IZ' ﬂ/\\ < |G,Z| < mina; < A
Damit ist offenbar

[an A= la;n Al <A
=1

Nun zeigen wir die andere Richtung: O.B.d.A. sei a # 0. Wir setzen ¢; := a.
Rekursiv wihlen wir nun fiir 7 € w \ 1 zu ¢; C a eine progressive Menge b; # ()
wie im obigen Lemma (fiir ¢; statt a) und setzen c¢;11 := ¢; \ by, falls ¢; # 0 ist.
Ist ¢;p1 # 0, so ist minb;1; < minb;. Es muf} also ein (minimales) n < w mit

Cni1 = 0 geben. Wir setzen a; := b, fir 1 <i<n. R

Nach dieser Charakterisierung ist offenbar insbesondere jede progressive Menge
schwach progressiv. Wir geben nun einige Beispiele fiir Mengen an, die schwach

progressiv, aber nicht unbedingt progressiv sind:

Beispiel A. Da Singletons immer progressiv sind, ist jede Menge der Art a U
b schwach progressiv, falls a progressive und b endliche Menge von reguléren

Kardinalzahlen ist. (Dies entspricht dem Beispiel vom Beginn dieses Abschnittes.)

Beispiel B. Ist a eine Menge von reguldren Kardinalzahlen, deren Haufung-
spunkte alle nicht Fixpunkte der R-Funktion sind, so ist a schwach progressiv:

Ist A ein Fixpunkt, so ist k :=sup(aNA) < A also [aNA| <k < A.
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Beispiel C. Rekursiv setzen wir vy := Ro, vi1 := R, flir ¢« < w und schliefllich
v = sup{7y; : i < w}. Dann ist v bekanntlich der kleinste Fixpunkt der X-
Funktion. {v;" : i < w} ist sicher eine (schwach) progressive Menge. Schwach
progressive Mengen konnen also Hiaufungspunkte haben, die Fixpunkte der R-

Funktion sind.

Wir zeigen nun, dafl die wesentlichen strukturellen Ergebnisse aus dem zweiten

Kapitel auch fiir schwach progressive Mengen gelten:

Lemma 7.3. Sei A eine Kardinalzahl, a schwach progressiv und I ein A\-mdchtiges
Ideal auf a. Dann ist [[a/I A-gerichtet.

Beweis. Sei S eine Teilmenge von [[a mit |S| < A. ay,...,a, seien wie in Lem-
ma 7.2 gewihlt. Dazu definieren wir P:={i<w:1<i<n Aa; € IT}.

Isti € P,soist [; := INP(a;) ein A-méchtiges Ideal auf a;. (Ist b C a; mit b ¢ I,
so ist b ¢ I, also gibt es einen Ultrafilter D auf a mit DNI = 0, b € D und
cf(JTa/D) > A. Wegen b € D ist a; € D, also ist D; := D NP(a;) ein Ultrafilter
auf a;, der I; erweitert, b enthélt und fir den cf (][] a;/D;) > A gilt.) Nach Satz 4.5
gibt es ein f; € [[a; mit g [a; <;, fi, d.h. B(fi, g a;) € I fir alle g € S.

Fir i € P':={1,...,n}\ P wihlen wir ein beliebiges f; € [[a;. Sei f := J{/; :
1 <i<n}. Ist g€ S, soist

B(f,g) :U{B(fugfai) 11 <i<n}
C U{B(fi,g[ai):ie P}UU{ai:z’E P'} e,

dh.g<; f. ®

Hiermit folgt sofort, dafl die Aussagen 4.6 bis 4.18 alle auch fiir schwach progres-
sive a gelten (sofern sie nicht ohnehin schon fiir beliebige a formuliert wurden).
Wird die Progressivitdt in den Beweisen benutzt, so reicht es jeweils Satz 4.5
durch Lemma 7.3 zu ersetzen.

Wir verallgemeinern nun Korollar 3.20 bzw. [BM, 4.1] auf schwach progressive

Mengen:

Lemma 7.4. Sei a eine schwach progressive Menge von requldren Kardinalzah-

len, I ein Ideal auf a, A requlir und (fo : o < ) eine modulo I streng monoton
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steigende, in [[ a modulo I unbeschrinkte Folge von Elementen von [[a. Dann

gibt es ein g € [[ a und I-positive Mengen b; C a mit:
(i) Fari<j<Xistb; Cyb;.
(ii) Fir allei < X ist (fo : a < X) kofinal in [[a modulo I [b;.

(i) Ist J ein Ideal auf a mit I C J und b; € J fir alle i < X, so ist g modulo
J obere Schranke von (f, : a < A).

Beweis. Seien ay,...,a, wie in Lemma 7.2 gewéhlt. O.B.d.A. sei |a;|T < mina;
fiir alle i. (Gegebenenfalls zerlege man a; in {mina;} und a; \ {mina;}.) Gébe
es fiir alle £ mit 1 < k < n eine obere Schranke g* € []ay, fiir (fo [ag : @ < \)
modulo [}, := I NP(ay), so wire g' U--- U g" eine obere Schranke modulo I fiir
die Ausgangsfolge. Sei X # () die Menge der k € {1,...,n}, fiir die solch eine
Schranke ¢* nicht existiert. Insbesondere muf natiirlich a;, € I fiir £ € X gelten.
Ist k € X, so ist sicher A\ > |ag|", denn sonst ist sup{f, [ ax : @ < A} eine obere
Schranke. Nach Korollar 3.20 gibt es daher eine Folge (b : i < \) von Teilmengen
von a, und ein ¢g* € []ay, die (i) bis (iii) (fiir ag, I und (fo [ax : o < \) statt a,
I'und (f, : o < \)) erfiillen.

Wir setzen b; := J{bF : k € X} fiir i < A und g := g' U--- U g". Man rechnet

leicht nach, dal damit das Lemma bewiesen ist. B

Lemma 7.5. Ist a schwach progressiv, X\ Kardinalzahl und b € J_, . (a)\ J_,(a),
so ist tef([[a/(T-y(a) [ D)) = A.

Beweis. Seien aq,...,a, wie in Lemma 7.2 gewahlt. Ist 1 < i < n, so ist b; :=
bNa; € J_,+(a;) \ J.,(a;) nach Korollar 4.8. Nach Lemma 4.19 gibt es eine Folge
(fL:a < A),die modulo J_,(a;) | b; kofinal in [] a; ist.

Durch f, := fLU---U f? fiir & < A erhélt man nun offenbar eine Folge, die das

Lemma beweist. B

Mit Hilfe von Korollar 4.8 erhalt man sofort:

Lemma 7.6. Sind a und b Mengen von requliren Kardinalzahlen, so ist

TalaUb) = (T \(a) UTL\(D)).
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Lemma 7.7. Seien a und b Mengen von requldren Kardinalzahlen, und sei A
eine Kardinalzahl. Erzeugt b* das Ideal J_,,(a) dber J_,(a) und b* das Ideal
T+ (b) diber T_,(b), so erzeugt b* U b das Ideal J_,.(a Ub) iber J_\(aUD).

Beweis. Seic € J_,.(aUb). Nach Korollar 4.8 ist cNa € J_, . (a), also (cNa)\b* €
J-y(a). Analog ist (cNb) \ b® € J_,(b). Es folgt

c\ (U C((cna)\b)U((enb)\ ") € Ty(aUb). W

Damit folgt sofort, dal auch jede schwach progressive Menge eine Generatoren-
folge besitzt. (Man setzt diese einfach aus den Generatorenfolgen fiir die a; aus
Lemma 7.2 zusammen.) Daf§ auch die restlichen Aussagen des zweiten Absch-
nittes (Lemma 4.24 bis Korollar 4.27) fiir schwach progressive Mengen gelten,
1a8t sich nun leicht iiberpriifen.

Ein weiteres Ergebnis, das wir verallgemeinern koénnen, ist Satz 6.5:

Lemma 7.8. Ist a schwach progressiv, so gibt es keine Folge (x; : i < |a|t) in

pcf(a) mit
max pcf({x;:J <1}) < x;
fir alle 1 < |a|*.

Beweis. Seien ayq,...,a, wie iiblich gewéhlt und 0.B.d.A. @ unendlich. Fiir alle
i < |a|t gibt es nach Lemma 4.3 ein k; € {1,...,n} mit x; € pcf(ay,). Da a

unendlich ist, muf} es ein k geben, so daf k; = k fur |a|™ viele i < |a|T gilt.
(xi:i<l|a|™ Ak =k)
ist dann eine Folge, die Satz 6.5 (fiir a;, statt a) widerspricht. B

Ist A ein reguldrer Fixpunkt der N-Funktion, also eine schwach unerreichbare
Kardinalzahl, so kann A sicher nicht Haufungspunkt einer schwach progressiven
Menge sein. Eine natiirliche Verallgemeinerung des Begriffes ,, schwach progressiv*
wére also die, Mengen von reguldren Kardinalzahlen zu betrachten, die keine
Héaufungspunkte haben, die regulér sind.

Dies ist eine echte Verallgemeinerung: Ist v wie in Beispiel C gewéhlt, so hat

[Ng, 7)reg keinen reguldren Haufungspunkt, ist aber nicht schwach progressiv.
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Leider ist es mir nicht gelungen, fiir solche Mengen strukturelle Analogien zur
»klassischen“ pcf-Theorie wie in diesem Abschnitt zu beweisen. Im nachsten Ab-
schnitt folgen wir jedoch einem Ansatz von Shelah, der in die gleiche Richtung
geht. Wir betrachten allerdings nicht beliebige Mengen von reguldren Kardinal-
zahlen, sondern nur solche, die durch die Anwendung des pcf-Operators auf eine
progressive Menge entstanden sind.

7.2 Die Ideale J,(b) und J%(a)

<

In [Sh5, VIIT 3.1] fithrt Shelah einige neue Begriffe ein, die wir hier untersuchen
und charakterisieren wollen. Wir geben zunichst einen kurzen Uberblick: Wir
betrachten statt einer progressiven Menge a die Menge pcf(a), die im allgemeinen
nicht progressiv ist. Zwar existiert dann das wichtige Ideal J_,(pcf(a)), aber die
meisten Resultate aus den letzten Kapiteln lassen sich nicht anwenden.
Stattdessen iibertragen wir die Idealstruktur von a auf pcf(a) und erzeugen hier
das Ideal Ef\f(a). Betrachten wir nun nicht alle Teilmengen von pcf(a), sondern
nur die, die in der Menge J, (pcf(a)) liegen, so erhalten wir eine ganze Reihe von
Analogien zu bekannten Ergebnissen iiber progressive Mengen. Dies setzt sich
fort, wenn wir den pcf-Operator ersetzen durch pcf,.

Fiir den Rest des gesamten Textes sei a stets eine progressive Menge von requldren
Kardinalzahlen. Das erste Lemma beinhaltet eine Definition. Man beachte, daf3
diese Definition gerechtfertigt ist, da nach Satz 4.23 immer eine Generatorenfolge

existiert.

Lemma 7.9. Sei A < max pcf(a) eine Kardinalzahl. Sind (b, : p € pcf(a)) und
(0, - p € pef(a)) Generatorenfolgen fiir a, so erzeugen {pct(b,) : p € AN pcf(a)}
und {pef(b),) : p € AN pef(a)} dasselbe Ideal auf pef(a). Wir bezeichnen es mit
TE (a).

Beweis. [Shb, VIII 3.1A] Sind py, . .., i, € ANpef(a) mit 0.B.d. A g < -+ < pip,

so ist
max(pcf(b,, ) U---Upcf(b,,)) = max pcf(b,,) = pn < A,

also pcf(b,,) U - - Upcf(b,,) # pcf(a). Daher erzeugt {pcf(b,) : p € AN pcf(a)}
ein echtes Ideal auf pcf(a).
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Sei 1 € AN pcf(a). Nach Korollar 4.27 gibt es vq,...,v, € pcf(b,) mit b, C
b, U---Ub, , also pcf(b,) C pcf(b), )U---Upcf(b;, ). Wegen pcf(b,) € AN pcf(a)
folgt so leicht die Behauptung. B

Ist A eine Kardinalzahl mit A > max pcf(a), so definieren wir
T2 a) = P(pcf(a)).

Fiir den Rest dieses Kapitels sei (by : X € pcf(a)) stets eine Generatorenfolge fiir
a und speziell byax pef(a) = @-

Zunéchst einige Ergebnisse, die sofort aus der Definition von ( ) folgen. Die
ersten vier Lemmata sind die zu Korollar 4.9, Korollar 4.13, Lemma 4.18 und

Satz 4.23 analogen Aussagen.
Lemma 7.10. Sind x und A\ Kardinalzahlen mit < X, so ist J2% (a) C ijf( ).
Lemma 7.11. Fliir jede Kardinalzahl A gilt

A\ € pef(a) <= T (a) #jfii( )-
Lemma 7.12. Ist A Limeskardinalzahl, so ist J55 (a) = U{T2 (a) : 1 < A}.
Lemma 7.13. Ist A € pcf(a), so erzeugt pcf(by) das Ideal JE; (a) tber ijf( ).
Lemma 7.14. Fiir jede Kardinalzahl X ist J_,(a) C ijf( ).
Lemma 7.15. Ist b C a und X eine Kardinalzahl, so ist J25 (b) C J25 (a).

Beweis. (b, Nb: p e pcf(b)) ist eine Generatorenfolge fiir b. W

Wir geben nun ein allgemeines Verfahren an, mit dem wir Funktionen in []a
auf Funktionen in [[pcf(a) abbilden. Dazu sei fiir alle A\ € pcf(a) eine Folge

(f2: a < \) von Elementen von []a mit
(i) (f2:a <)) steigt modulo J_, (a) streng monoton, und

(i) {f21bx:a < A} liegt kofinal in [] by
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fest gewéhlt. So eine Folge erhélt man sofort, wenn man sich eine spezielle Folge
f wie auf Seite 54 wihlt und f2 := f2 fiir A\ € pcf(a) und o < \ setzt.
Jeder Ordinalfunktion f € []a ordnen wir eine Ordinalfunktion f* € []pcf(a)
zu, indem wir

7(6) = {f oo .o e

min{y < ¢ : f <(T_g(a) 1bg) 5} d¢a

fir § € pcf(a) setzen.
Wir beobachten nun, dafl sich Beziehungen zwischen Ordinalfunktionen auf a auf
die zugeordneten Funktionen auf pcf(a) tibertragen:

Das erste Lemma folgt sofort aus der Definition.
Lemma 7.16. Sind f und g Funktionen aus [[a mit f < g, so ist f* < g*.

Lemma 7.17. Sind f,g € [[a und ist A eine Kardinalzahl mit f <J_,(a) 9, 50
ist f szif(a) g*.
Beweis. Esgilt c := B(g, f) € J_,(a), also existieren nach Korollar 4.27 Elemente
01, ..,0, von ANpcf(a) mit ¢ C B :=J{by, : 1 <i < n}. Ist nun é € pcf(a) \ a
und b; N B € J_s(a), so ist bs N c € T g(a), dh. [ <(7_ (145 g und damit
f7(0) < g7(9).
Wir haben also gezeigt, dafl

B(g*, f")\aCd:={0 € pcf(a) :bsNB & T_s(a)}

gilt. Nach Lemma 7.14 reicht es zu zeigen, daf d € J5 (a) ist. Es ist

<A
pet(B) = | J{pet(bo,) : 1 < i < n} € T2 ().

Wir zeigen also d C pcf(B):
Ist ¢ € d, so gibt es einen Ultrafilter D auf a mit bsN B € D und J_s(a)ND = 0.
Damit ist c¢f([[a/D) = § und by, € D fiir ein j € {1,...,n}. Also ist

0 =cf(][bs, /(DN P(by,))) €pcf(B). W
Ist b eine Menge von reguldre Kardinalzahlen, so definieren wir
J.(b) :=={cCb:p=sup(oNc) = p nicht regulér}.

Man beachte, dafl insbesondere jede (schwach) progressive Teilmenge von b ein
Element von 7, (b) ist und daf8 J,(c) = J,.(b) N P(c) fiir alle ¢ C b gilt.
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Lemma 7.18. Ist b eine Menge von requldren Kardinalzahlen, so ist J,(b) die

kleinste Teilmenge J von P(b) mit:
(i) {0} € J fiir alle § € b.

(ii) Ist Kk eine Kardinalzahl, {c; : i < Kk} eine Teilmenge von J mit K < min¢;

fir alle 1 < k, so ist | J{c;i i < Kk} € J.

Beweis. Sicher hat J,(b) die Eigenschaft (i). Sei nun {¢; : i < K} eine Teilmenge

von J,(b) wie in (ii) und ¢ := (J{¢; : i < kK}. Angenommen, g ist reguldr mit

0 =sup(pNec) =sup U{Qﬂ ¢ 1<k} =sup{sup(oNg¢):i<k}.

Nach Voraussetzung ist sup(o N ¢;) < o fiir alle i < &, also o = cf(p) < k. Dies
widerspricht aber x < min c.

Nun sei J C P(b) beliebig mit (i) und (ii). Wir zeigen J,(b) C J: Man beachte
zunéchst, dafl (ii) impliziert, daf§ J abgeschlossen gegen endliche Vereinigungen

ist. Sei ¢ € J,(b). Wir zeigen ¢ € J durch transfinite Induktion iiber

v:=sup{ut :p € c}.

Ist v = 0, so ist ¢ = (), also ¢ € J nach (i) und (ii) mit £ = 0. Ist v = s fiir
ein k, so ist kK = maxec. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ \ {x} € J. Wegen
{k} € J folgt ¢ € J. Ist v Limeskardinalzahl, so ist ¥ = sup ¢. Nach Definition
von J,(b) ist v singuldr. Sei x := cf(v) und (v; : i < k) kofinal in v mit k < vy.
Nach Induktionsvoraussetzung sind ¢cN vy und ¢ N [v;, vi41)on fiir i < £ Elemente
von J. Nach (ii) folgt

cN vy, V)on = U{cﬂ v, viz1)on i < K} € J
und damit c€ J. &

Diese Charakterisierung von 7, (b) erlaubt es uns, das folgende wichtige Resultat

zu beweisen:

Lemma 7.19. Ist g € [[pcf(a) und b € J,(pcf(a)), so gibt es ein f € [[a mit
glro<f=rb.
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Beweis. Wir definieren

J:={bCpcf(a): 3f € [Ja glb< fr1b}

und zeigen mit Hilfe von Lemma 7.18, da J,(pcf(a)) C J gilt:

Sei zunéchst § € pcf(a) und § < 0. Um (i) zu zeigen, miissen wir ein f € []a
mit § < f*(J) finden: Ist 0 € a, so wihle man ein f € [[a mit f(0) = S. Ist
§ € pef(a) \ a, so setze man f := f3.

Nun beweisen wir (ii): Sei x eine Kardinalzahl und {¢; : i < k} eine Teilmenge
von J mit K < min¢; fiir alle i < k. Fiir allei < k sei f; € [[amit g [¢; < fFT¢
Da [[a/J_,+(a) kT-gerichtet ist, gibt es ein f € [ a mit f; <7_ (@ f fur alle
i < k. O.B.d.A. konnen wir g [a < f annehmen. (Sonst ersetzen wir f durch
max{f,g[a}.) Wir zeigen g [ ¢ < f* [ ¢ fiir ¢ := |J{e; 17 < K}

Seid € c.Ist d € a,soist g(0) < f(0) nach Wahl von f.Ist § ¢ a, so wihlen wir ein
i <K mitd € ¢ Wegen k < dist f; <z _ () [ und damit g(0) < f7() < f*(5). B

Wir beweisen nun eine Reihe von Resultaten iiber die Ideale JP5' (a) und geben
in Klammern jeweils an, welches Ergebnis aus den vorherigen Kapiteln wir damit

verallgemeinern. Die ersten beiden Resultate entsprechen 3.4(3) in [Sh6] bzw. 3.2
in [Sh5, VIII].

Satz 7.20 (4.5). Ist A < max pcf(a) eine Kardinalzahl und b € J, (pcf(a)) \
TN a), so ist ] pef(a)/(TES (a) 1b) A-gerichtet.

Beweis. Sei S eine Teilmenge von [ [ pef(a) mit S| < A. Mit Lemma 7.19 wéhlen
wir fiir alle g € S ein f, € [[a mit g[b < fr[b. Da [[a/J_,\(a) M-gerichtet
ist, gibt es ein f € [[a mit f; <7_ (o) f fiir alle g € S. Nach Lemma 7.17 ist
fy §j2§f(a) f*, also g <Jpcf " ffirallege S. 1

Satz 7.21. Ist A = max pcf(a) und b € J,(pcf(a)) \ T2 (a), so ist
tef ([ [ pef(a) /(TS (a) 1B)) = .

Beweis. Fiir a < X setzen wir h, := (f2)*. (Man erinnere sich an die fest gewiihlte
Folge von Seite 74. Es ist hier speziell by = a.) Nach Lemma 7.17 steigt die Folge
(ha : @ < A) monoton modulo J* (a).
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Sei nun g € [ pcf(a) beliebig. Nach Lemma 7.19 gibt es ein f € [ a mit
(g+1)Tb< f*T0.

Dazu wihlen wir ein a < A mit f < f2. Nach Lemma 7.16 ist f* < h,, also
glb<hglb.

Wir definieren nun rekursiv eine Normalfolge (c; : ¢ < \) in A\: ag < A sei beliebig,
und fiir Limeszahlen ¢ < A sei o; := sup{a; : j < i}. Fiir ¢ < A wéhlen wir ein
Qip1 < Amit Ao, [b < R, [b. (Sicher ist dann a; < a;41.) Nach Konstruktion
ist (hq, : ¢ < A) modulo ijf( ) [ b kofinal in [] pcf(a). B

Korollar 7.22 (4.19). Ist A € pcf(a) und b € J,(pct(a)) mit b € jff\i( )\
TN a), so ist

tef(] [ pef(a)/ (T2 (@) 19)) = A
Beweis. O.B.d.A. sei b C pcf(by). (Es ist b\ pef(by) € TE5 (a); b und b pef(by)

erzeugen also dasselbe Ideal iiber ( ).) Wenden wir Satz 7.21 mit by statt a

an, so folgt

tef ([ [ pef(ba)/(TEY (02) 18)) = A

Wir wihlen nun eine Folge der Linge A, die kofinal im Produkt [ pcf (b)) modulo
J. pCf(bA) [ bist und setzen die einzelnen Ordinalfunktionen beliebig auf pcf(a) fort.
Nach Lemma 7.15 ist die resultierende Folge kofinal modulo 7. pCf( )[0. A

Korollar 7.23. Ist D ein Ultrafilter auf pcf(a) mit D N J,(pcf(a)) # 0, so gilt

Cf(H pcf(a)/D) = min{\ € pcf(a) : DN jff\i( ) # 0}
= min{\ € pcf(a) : pcf(by) € D}.

Beweis. [Sh5, VIIT 3.3(1)] Sicher gibt es ein minimales A € pcf(a) mit D N
I (a) # 0 (da T2 (a) = P(pcf(a)) fir £ > max pcf(a) gilt).

Seid € DN ijf (a) und 0.B.d.A. d € J,.(pcf(a)), und seien py,...,pu, < A

Elemente von pcf(a) mit d C (J{pcf(b,,) : 1 < ¢ < n}. Dann gibt es ein k €

{1,...,n} mit pcf(b,,) € D. Wegen der Minimalitdt von A mufl y, = A sein.

Damit folgt sofort die zweite Gleichheit.

Nach Korollar 7.22 gilt auflerdem

Hpcf )/D) —thHpcf pCf (a)[d))=x. N
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Korollar 7.24 (4.12). Ist D ein Ultrafilter auf pcf(a) mit D N J,(pcef(a)) # 0
und \ eine Kardinalzahl, so gilt
pcf
cf([[pef(a)/D) < X <= DN T (a) # 0.

Beweis. Es ist DN J5S (a) # 0 genau dann, wenn DN jpf;i(a) # () fiir ein kK < A

< <

ist. Dies ist dquivalent zu cf (][ pcf(a)/D) < k. R

Korollar 7.25. Fir alle Kardinalzahlen \ gilt
T (@) N T, (pef(a) = {b € T, (pef(a)) : pef(b) € A}

Beweis. Wir wenden Korollar 7.24 an: Sei b € J,(pcf(a)). Es ist b € T2 (a)

<A

genau dann, wenn es keinen Ultrafilter D auf pcf(a) mit b € D und Dﬂjff\f(a) =

() gibt. W

Korollar 7.26. Ist b € J,(pcf(a)) und X eine Kardinalzahl, so ist
Tr(b) = T2 (a) NP (D).

Bemerkung. Insbesondere ist also J_,(a) = J*5 (a) N P(a).

Korollar 7.27 (4.21). Ist b € J,.(pcf(a)), so ist pcf(b) eine Teilmenge von

pcf(a), die ein Mazimum besitzt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Korollar 7.23. Angenommen, es ist
A := sup pcf(b) ¢ pef(b). Mit Korollar 7.25 folgt b € 725 (a), also b € J2¢/ (a) fiir

<A
ein p < A (da A Limeskardinalzahl ist) und damit der Widerspruch pcf(b) C p. B

Lemma 7.28. Seic € J,(pcf(a)) und b C pcf(c) progressiv. Ist D ein Ultrafilter
auf b und Dg fiir 3 € b ein Ultrafilter auf ¢ mit § = cf(][[¢/Dg), so ist

D*:={ACc:{feb:Ac Dg} e D}
ein Ultrafilter auf ¢ mit cf([] ¢/D*) = cf(][b/D).

Beweis. Man rechnet leicht nach, dafi D* ein Ultrafilter auf ¢ ist. Fiir g € b
sei (g% : a < [3) eine Folge in []¢, die kofinal modulo Dj ist. Wir definieren
G :]]e¢—]]b durch

G(f)(B) == min{a < 3 f <p, g2}
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fir f € [[cund g €b.

Wir zeigen, dafl G die Voraussetzungen von Lemma 3.16 erfiillt: Sei h € [ b. Da
b progressiv ist, ist ¢ ¢ E\beﬁ( a). (Sonst ist pef(c) C |b|* nach Korollar 7.25 und
damit b = ().) Nach Satz 7.20 gibt es ein p € [] ¢ mit

&)
In(p) (¥t

<[b]

fir alle 5 € b. Ist 8 € b, so ist |b]" < 8 = cf([[¢/Dp), also DgN jpfbf'+( ) =10
nach Korollar 7.24. (Offenbar ist es kein Problem, Dg auf pcf(a) zu erweitern,

(@)nP(e)) P

um dieses Korollar anwenden zu kénnen.) Es folgt gff( 5) <Ds P- Damit haben wir
h < G(p) nach Definition von G.

Seinun ¢ € [[cmit p <p- ¢. Dannist B[p, ¢] € D*, also Blp,q] € Dgbzw.p <p, q
fiir fast alle 3 € b modulo D. Nach Definition von G folgt somit G(p) <p G(q). B

Korollar 7.29. Ist ¢ € J,(pcf(a)) und b C pcf(c) progressiv, so ist pcf(b) eine

Teilmenge von pcf(c).

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung des Resultates [Sh5, T 1.12]. Man
beachte, dal der dort bewiesene Spezialfall aus unserem Korollar folgt, wenn
man ¢ = a setzt. Aulerdem folgt mit Lemma 7.2 sofort, daf3 die obige Aussage

auch fiir schwach progressive b gilt.

Lemma 7.30 (4.26). Ist c € J,(pcf(a)) und A € pcf(a), so ist

A ¢ pef(c\ pef(by)).

Beweis. Ist ¢ € jff\i(a), so ist ¢\ pef(by) € ijf( ) und die Behauptung folgt
mit Korollar 7.25. Sei also ¢ ¢ ji’ii(a). Damit ist ¢ := ¢\ pcf(by) & T5 (a).
Gilt das Lemma nicht, so gibt es einen Ultrafilter D auf pcf(a) mit ¢ € D und
cf([[pcf(a)/D) = A, also DN JpCf( ) = 0. Sei (fo : @ < ) kofinal in []pcf(a)
modulo D. Da []pcf(a )/(jfii( ) [ ¢) At-gerichtet ist, gibt es ein f € [ pcf(a)
mit

fo St @ire f

fir alle o < A. Damit ist aber

B(f, fa) N ¢ = (B(f, fa) N ¢) \ pct(by) € T (a)
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fiir alle @ < A, d.h. f ist obere Schranke von (f, : @ < A) modulo 725 (a) | ¢ und
damit modulo D. B

Wir setzen nun
pef, (b) == {cf(H b/D) : D Ultrafilter auf b A DN 7,(b) # 0}

fiir Mengen b von reguldren Kardinalzahlen und geben zunéchst einige Eigen-

schaften an, die sofort aus der Definition folgen:
Lemma 7.31 (4.3). Sind b und ¢ Mengen von requliren Kardinalzahlen, so gilt:
(i) pef, (b) = U{pct(d) : d € T,(b)}
(i) Ist b € J.(b), so ist pcf,(b) = pcf(b).
(iii) pcf,(b) ist eine Menge von requliren Kardinalzahlen.
(iv) b C pef,(b)
(v) pef,(b) Nminb = ()
(vi) b C ¢ = pcf,(b) C pcf,(c)
(vii) pef,(bU c) = pef,(b) U pct,(c)

Bemerkung. Man beachte, dafl die Bedingung aus (ii) insbesondere fiir (schwach)

progressive b erfiillt ist.

Der folgende Satz, der [Sh5, VIII 3.4] entspricht, wird spéter gleichzeitig ein
Ersatz fiir [BM, 6.10] sein. (Die Definition von J im Originalbeweis in [Sh5] ist

tiberfliissig. )

Satz 7.32 (Lokalisierungssatz). Ist ¢ C pcf(a) und A € pef,(c), so gibt es ein
d C ¢ mit |d| < a| und X\ € pef(d).

Beweis. Sonst gibt es ein ¢ € J,(pcf(a)) und ein A € pef(c), so daB A ¢ pcf(d)
fiir alle d € [c]<9l ist. Wir withlen ein minimales A\ mit dieser Eigenschaft und

dazu ein ¢ € J,(pcf(a)) mit

A € pef(e) \ | H{pef(d) : d C e A ld] < |a]},
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so dafl

x :=sup{p" : u € pef(c) A p < max pef(c)}

minimal wird. Nach Lemma 7.30 ist A € pcf(c N pcf(by)), 0.B.d.A. daher ¢ C
pcf(by). Nach Korollar 7.25 ist somit A = max pcf(c).

Angenommen, es existiert x4 := max(A N pcf(c)), also x = p*. Es ist wie oben
pn ¢ pef(c \ pef(b,)). Wegen Korollar 7.25 ist pef(c N pef(b,)) € p+ 1, also
A € pef(e\ pef(b,)). Damit widerspricht ¢ \ pcf(b,) der minimalen Wahl von x.
Somit ist x = sup(A N pcf(c)) Limeskardinalzahl mit x ¢ A N pcf(c).

Wenn wir jetzt noch zeigen, dafl pef(d) C x fiir alle d € A N pef(c) mit |d] < |al
gilt, so sind wir fertig, denn dann kénnen wir rekursiv eine Folge (y; : @ < |a|T)
von Elementen von A N pef(c) konstruieren, die Satz 6.5 widerspricht.
Angenommen, es gibt eine Menge d C A N pcf(c) mit |d| < |a| und

*

X" := max pcf(d) > x.

Es ist pcf(d) C pef(c) nach Korollar 7.29, also x* = A. Fiir alle 6 € d gibt es
nach minimaler Wahl von A eine Menge es C ¢ mit § € pcf(es) und |es| < |al.
Mit e := (J{es : § € d} ist dann d C pcf(e), also wieder pcf(d) C pef(e) nach
Korollar 7.29. Insbesondere folgt A € pcf(e) im Widerspruch zu |e| < |a|. B

Lemma 7.33. pcf(a) = pcf,(pcf(a))
Beweis. Dies gilt nach Korollar 7.27. B
Satz 7.34. Ist b C pcf(a), so ist pef, (b) = pef, (pef, ().

Beweis. [Shb, VIII 3.5] Sei A € pcf, (pef,(b)). Nach Lemma 7.33 ist pcf,(b) C
pct, (pef(a)) = pef(a), und damit nach Satz 7.32 A € pcf(cy) fiir ein ¢; C pef,(b)
mit |¢1| < al.

Ist p € ¢; C pef,(b), so gibt es nach Satz 7.32 analog eine Menge d, C b mit
|d,| < la| und p € pcf(d,). Es folgt

A € pef(er) = pef,(¢1) C pcf*(U{pcf(du) Sl E 1))
C pef, (pef(| J{dy : p € e1})) = pef(( J{du : 1 € e1}) € pef, (b).

Die letzten beiden Schritte dieser Inklusionskette gelten nach Lemma 7.33, weil

|U{d,, : € c1}] < |a|] und damit (J{d, : p € c1} progressiv ist. B
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Wir kénnen nun noch eine bessere Analogie zu Lemma 4.21 als Korollar 7.27

angeben:

Lemma 7.35. Ist b C pcf(a), so ist pcf,(b) eine Teilmenge von pcf(a), die ein

Mazximum besitzt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage folgt mit Korollar 7.27. Angenommen, pcf, (b)
besitzt kein Maximum. Wir zeigen, daf§ dann fiir alle ¢ C pef, (b) mit |¢| < |a| ein
A € pef, (b) mit max pef(c) < A existiert. Damit konnen wir eine Folge der Lénge
la|t von Elementen von pcf, (b) konstruieren, die Satz 6.5 widerspricht.

Sei also ¢ C pcf,(b) mit |¢|] < |a|]. Wegen der Progressivitidt von ¢ und nach
Satz 7.34 gilt

pcf(c) = pef, () C pef, (pet, (b)) = pef, (b).

AuBlerdem besitzt pcf(c) ein Maximum nach Lemma 4.21. Nach unserer Annahme

finden wir ein A € pcf,(b), das grofler als dieses Maximum ist. l
Korollar 7.36 (4.24). Fir alle X € pcf(a) ist max pef, (pef(by)) = A.

Beweis. Da by als Teilmenge von a progressiv ist, gilt sogar

pef, (pef(br)) = pef,.(pef, (br)) = pef.(by) = pef(by). W

Lemma 7.37 (4.27). Ist ¢ C pcf(a), so gibt es einn € w und \,..., N\, €
pef, (¢) mit

(i) max{A,...,\,} = max pcf,(c)
(ii) ¢ C pef(by,) U---Upcf(by,)
Beweis. Sei ¢y := ¢. Fiir n < w definieren wir rekursiv

e Cn \ pCf(bmaX pcf*(cn)) Cp 7é @
Cn+1 = @ . @

Nach Lemma 7.30 ist max pcf,(c,11) < max pef,(c,), falls ¢, # 0 ist. Daher
muf es ein (minimales) n < w mit ¢, = @ geben. Wir setzen dann \; 1 :=

max pcf,(¢) firi <n. B
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Korollar 7.38 (4.7). Fir jede Kardinalzahl X gilt:
jf/c\f(a) = {c C pcf(a) : pcf,(c) C A}

Beweis. Ist pcf,(¢) € A, so gibt es nach Lemma 7.37 Aj,..., A, < A mit ¢ C

pcf(by,) U---Upcf(by,), also ¢ € jfif(a).

Ist umgekehrt ¢ € jfif(a), so ist ¢ C pef(by,) U --- U pef(by,) fiir gewisse
Ay A < A Es folgt

pef, (¢) C pef, (pef(by,)) U -+ - Upcf, (pef(by,))
C pef(by,) U---Upcf(by,) € max{A,...,\,} +1 C A [

Korollar 7.39 (4.8). Ist A eine Kardinalzahl und b C a, so ist
T b) = T2 (a) N P(pet(b)).

Bemerkung. Es sei hier noch kurz erwahnt, daf§ alle Aussagen in diesem Abschnitt
auch dann noch giiltig sind, wenn man nur fordert, daf§ a schwach progressiv ist.

Wir verzichten auf die Angabe der relativ einfachen Beweise.

7.3 Intervalle in pcf(a)

Wir nennen ein Ideal I auf einer Limesordinalzahl A schwach normal, wenn
fiir jede I-positive Menge S und jede regressive Funktion f auf S eine I-positive
Menge Sy € S und ein v < A mit f[Sp| C v existieren. Ist C' eine Teilmenge von

A mit sup C' = A, so setzen wir
[,(C) := {b C C : b ist nicht stationdr in A}.

Lemma 7.40. Ist cf(\) > w und C ein Club in A vom Ordnungstyp cf(X), so ist

1,(C) ein schwach normales Ideal auf \.

Beweis. Wegen cf(\) > w ist 1;(C') sicher ein Ideal auf A. Sei I' der €-Isomorphis-
mus von k := cf(A) auf C. Sei S I;(C)-positive Teilmenge von C' und f regressiv
auf S. Die Menge

S :=T"'S]N{i < k : i Limesordinalzahl}
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ist dann sicher eine stationire Teilmenge von k. Fiir i € 5" sei g(i) das eindeutig
bestimmte j < x mit f(I'(¢)) € [I'(j),I'(j + 1))on. Da alle i € S” Limeszahlen
sind und f regressiv ist, ist g ebenfalls regressiv. Nach dem Satz von Fodor ([Jel,
Theorem 22]) gibt es eine stationédre Teilmenge S{j C S’ und ein i < k mit
g[St] = {i}. So = T[S]] ist dann I4(C)-positive Teilmenge von C, und es gilt
flSo ] CTli+1) e N

Lemma 7.41. Ist I ein schwach normales Ideal auf einer Kardinalzahl A und X

I-positiv, so ist I | X ebenfalls schwach normal.

Beweis. Sei Y (I | X)-positiv und f regressiv auf Y. Dann ist f insbesondere
regressiv auf der I-positiven Menge YN X, auf einer /-positiven Menge 7 C Y NX
gilt also f[Z] Cy fireiny <A Esist ZNX =2 ¢ I, also Z (I | X)-positiv. B

Der folgende Satz ersetzt [BM, 6.3]. Mit der Methode der ~-rapiden Folgen kénnen
wir hier einen sehr kurzen Beweis angeben. (Die allgemeine Form mit C;™ statt

Cy beweist man analog; sie wird jedoch wie in [BM] nicht benétigt.)

Satz 7.42. Sei \ eine singuldre Kardinalzahl mat tiberabzihlbarer Kofinalitdt.

Dann gibt es einen Club Cy von Kardinalzahlen in A mit
max pcf(Cy) = AT,

Beweis. Sei C' ein Club von singuldren Kardinalzahlen in A mit minC' > |C|
und otp(C') = cf(N). Wir setzen a := CT. Da a offenbar progressive Menge von
reguldren Kardinalzahlen ist, gibt es nach Satz 4.23 eine Menge by+ C a, die
J_y++(a) tiber J_,,(a) erzeugt. Nach Lemma 4.24 reicht es zu zeigen, daf es
einen Club Cy C C in A\ mit C’g“ C by+ gibt.

Angenommen, es gibt so einen Club nicht. Sei b die Teilmenge von C' mit bt = by+.

Nach Annahme ist C'\ b stationér, also
J = T1a(C) [(C\ ) = 1a(C)[0]

ein schwach normales Ideal auf A\. Wir iibertragen die Idealstruktur auf a, indem

wir
I:= {X+:X€J}

85



setzen. Da I4(C) alle beschriankten Teilmengen von C' enthélt, enthélt I alle bes-
chrénkten Teilmengen von a; insbesondere ist also J_,. (a) € I (nach Lemma 4.10
und Korollar 4.13, da A singuldr ist) und A = lim;a. Wegen b € J ist by+ € I,
also J_,++(a) C I nach Wahl von by+.

Nach Lemma 3.24 gibt es eine modulo I streng monotone Folge der Linge A1 in
[Ia, die y-rapid fir alle v € [Ny, A),eq ist. Nach Lemma 3.21 und Lemma 3.23
besitzt diese Folge ein Supremum g. Da [[a/I AtT-gerichtet ist, konnen wir
g € J]a annehmen. Ist o € C, so ist also g(o*) < oF, d.h. cf(g(0")) < 0, da
o singulér ist. Da J schwach normal ist, gibt es eine J-positive Menge X C C
und ein v < A mit cf(g(p")) < ~ fiir alle p € X. Mit Lemma 3.22 folgt der
Widerspruch

A =lim(cfog) < lim(s ) x+y(cfog) <. |

Bevor wir diesen Satz auf Intervalle in pcf(a) anwenden, wollen wir noch kurz
darauf eingehen, daf§ wir auch einen Darstellungssatz gezeigt haben. (Dies ist das
Ergebnis 5.5 aus [Sh4].)

Ist ¢ eine Menge von Ordinalzahlen, so ist
Iy(c) :={bC c:supb < supc}
bekanntlich ein Ideal auf c.

Satz 7.43. Ist A eine singuldre Kardinalzahl mit tiberabzdhlbarer Kofinalitit, so

gibt es einen Club Cy von Kardinalzahlen in X mat

tef ([ i /1(Ci)) = X+

Beweis. Man wahle Cy wie in Satz 7.42. O.B.d.A. sei Cy progressiv. Nach Lem-
ma 4.19 reicht es zu zeigen, daB J_,, (Cy) C I,(Cy) ist. (Wir wenden das Lemma

mit a = b = C an.) Dies folgt sofort aus Lemma 4.10 und der Singularitét von
A B

Sei r eine Kardinalzahl und p € [Ry, cf(k))reg. Dann ist die Menge
Yo ={a<rk:cf(a) = pu}

bekanntlich eine stationire Teilmenge von x. Ist 1" C X, , stationér, so nennen

wir (Cy, : o € T') eine Qeup-Folge fiir 7', wenn gilt:
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e Fiir alle a € T ist C, Club in a vom Ordnungstyp p.
e Fiir jeden Club C in k ist {a € T : C,, C C'} stationér in &.
Wir zitieren 6.21 aus [BM]:

Lemma 7.44. Sind k und p regulir mit w < p und pt < K, so gibt es fiir jede

stationdre Teilmenge von ¥, , eine Qau,-Folge.

Dieses kombinatorische Resultat ermoglicht es uns, das folgende Lemma zu be-
weisen. Es handelt sich hierbei um eine Verallgemeinerung von [Je2, 6.3]. (Die
Formulierung dort ist nicht ganz richtig, da die Bedingung (ii) vergessen wurde.)

Der Beweis erfolgt analog.

Lemma 7.45. Sein > w eine Kardinalzahl, 0 > n eine Ordinalzahl und F eine
Abbildung von P(p) in ON mit

() XCY Cp—= F(X)<F(Y)
(i) X Cp = F(X)>supX
(iii) Ist v < o mit cf(y) = ™3, so gibt es einen Club D in v mit F(D) = .

(iv) Ist X eine Teilmenge von o vom Ordnungstyp nt, so gibt es ein 3 < sup X
mit F(X NG) > sup X.

Dann ist o < n™™.

Beweis. Angenommen, es gibt solch eine Abbildung F fiir ein o > n™. Wir
wihlen eine Qgup-Folge € := (Cy : @ € X4+ ) fiir X,+5,+. Sei O regulér und
groB genug gewihlt. (N; : i < n™3) sei eine Approximationsfolge in H(©) mit
|N;| = "3 fiir alle i < 5™ und n™ U{€, F} C Ny. Wir setzen v; := xy,(n™) fiir
i <t

Nach Lemma 5.14 ist (y; : ¢ < n*?) eine in ~,+s kofinale Normalfunktion und
Yp+s < n. Nach (iii) gibt es einen Club D in ~,+s mit F(D) = v,+s. O.B.d.A.
sei D = {v; : i € C} fiir einen Club C in 5. (Anderenfalls diinnen wir D
entsprechend aus und wenden (i) und (ii) an.) Nach Wahl von € finden wir ein

a € X4+ mit C, € C, und nach (iv) gibt es ein § < a mit
(:=F{y:1eCynp}) >sup{yi:i € Ca} =a-
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Wegen n™® C Ny und € € N ist @ und damit auch C, ein Element von Nj.
Ferner ist (V; : ¢ < 3) € Ngi1 € N, (nach Definition des Begriffes ,, Approxima-
tionsfolge®). Insgesamt folgt {7; : © € C, N B3} € N, und damit ( € N, (wegen
F € Np). Nach (i) ist ¢ < F(D) = ,+ < n**. Damit folgt der Widerspruch
¢ <xw. (™) =7 ®

Wir kénnen nun einen kurzen Beweis fiir eines der wichtigsten Resultate der pcf-
Theorie angeben. Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von [BM, 6.1].
Insbesondere wird die Bedingung 2/*! < mina hier durch die Progressivitiit von
a ersetzt (s. Remark 7.12 in [BM]), und es werden keine speziellen Generatoren-
folgen wie in [BM, 6.9] benotigt.

Satz 7.46. Ist ¢ ein Intervall von reguliren Kardinalzahlen mit ¢ C pcf(a), so

ist |c| < |a|™3.

Beweis. Wenn die Behauptung nicht stimmt, gibt es ein Intervall ¢ C pcf(a) von
reguliren Kardinalzahlen vom Ordnungstyp |a|**. Sicher ist a dann unendlich.
0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf§ ¢ progressiv ist und nur Nachfolgerkardinal-
zahlen enthélt. Um einen Widerspruch zu erhalten, werden wir eine Abbildung
F wie in Lemma 7.45 fiir ) := |a|] und ¢ = 5™ konstruieren:

I' sei der e-Isomorphismus von p auf c¢. Wir definieren

F(X) = {2_1(%}{ pef(I'[XT)) S;flitF[X]) Cec

fir X C o.

Nach Lemma 4.3 hat F sicher die Eigenschaften (i) und (ii). Zum Beweis von (iii)
sei 7 < o mit cf(y) = n*3. Sei A die Kardinalzahl mit AT = T'(). Dann ist A
Limeskardinalzahl und A = supI'[y]. Damit ist cf(\) = cf(7), insbesondere ist
A singulér. Nach Satz 7.42 gibt es einen Club Cy von Kardinalzahlen in A mit
max pcf(Cy) = M. D := T YOy N ist dann ein Club in v mit F(D) = 7.
(Nach Lemma 4.3 ist das Maximum von pcf(Cy N ¢) nicht kleiner als A. Es ist
verschieden von A, da A singulér ist.)

Nun zeigen wir noch (iv): Sei X Teilmenge von ¢ vom Ordnungstyp n*. Wie

eben ist k := max pcf(I'[X]) > sup'[X]. Da I'[X] progressiv ist, gibt es nach
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Satz 7.32 eine Menge d C I'|X| mit |d| < |a| und & € pcf(d). Da nt regulér ist,
gibt es ein 3 < sup X mit ['"[d] C 3. Es folgt

F(XNB)>FI'd)>supX. W

Bemerkung. In [HSW, Kap. 7] habe ich den Operator pcf® definiert und die Er-
gebnisse aus [BM, 6] auf diesen Operator verallgemeinert. Man erhélt dadurch
auf progressiven Anfangsstiicken ¢ von pcf(a) einen topologischen Hiillenopera-
tor, mit dem man den obigen Satz analog beweisen kann. Die hier vorgestellte

Methode scheint mir jedoch noch etwas eleganter zu sein.
Wie versprochen gehen wir nun noch einmal auf Satz 3.25 ein:

Satz 7.47. Ist a ein Intervall von reguliren Kardinalzahlen, so ist auch pcf(a)

ein Intervall von requldren Kardinalzahlen.

Beweis. Sei A € pcf(a) und N € [mina, A),e,. Wir miissen zeigen, daf§ A’ Element
von pcf(a) ist:

O.B.d.A. sei a unendlich und A > supa. Wir wéhlen einen Ultrafilter D auf a
mit cf([[a/D) = A\ Es ist g := limpa > mina (denn sonst wire D der von
{mina} erzeugte Hauptultrafilter) und damit auch pu > |a|. Sicher ist auerdem
i <supa < \.Nach Satz 3.25 gibt es eine Ordinalfunktion g auf a mit g < id,,
N =cf([]g/D) und p < limp(cf og).

Damit ist d := {d € a : cf(g(d)) > min(a)} € D und sicher Wb((cf og) [ d) eine
Teilmenge von a. Mit Hilfe der Lemmata 3.17 und 4.1 folgt nun

N =cf([ [ 9/D) = cf(] [(ctog)/D) = cf(] [(ct og) [ d/(D N P(d)))
€ pcf(Wh((cfog) [ d)) C pef(a). |
Korollar 7.48. Ist a ein Intervall von requldren Kardinalzahlen, so ist
| pef(a)] < [al*.

Bemerkung. Damit sind insbesondere alle pcf-Resultate bewiesen, um die wich-

tigsten Anwendungen auf die Kardinalzahlarithmetik zu beweisen, z.B.

e Ist § eine Limesordinalzahl, so ist Ngf(a) < N(j5(ef@))+ -

o (Vn<w?2™ <N, = 2% <N,

Beweise und weitere Resultate finden sich etwa in 8.1 und 8.2 von [HSW].
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Status:

SORRY I CANNOT PROOF READ MY CORRECTION< NOTE:
TEH___>THE<

first N should be N_i (incraesing continuous)
in def of M it is teh skolem hull of
\cup\{C_\b:\b<\a"*\}\cup\1_0

also: \a,\b\l are teh greek

>k 5k 5k >k 5k 5k >k 3k 5k >k %k 5k >k %k >k 5k >k >k 5k %k %k >k %

CORRECTION TO [Sh:g,II, Th. 3.6 p. 66]

second line of Th:

replace $\1°{\b+1}$ by $\1_0"{\b+1}

add after the remark:
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2) This is essetially the proof from
[Sh:b]XIII,\S6, and more appear in Ch. X

add after : Remark 3.6A
1)

first line of the proof:

replace $\1>\aleph_0$ by

$\1_0 > [\al"+ $ (why? as we can replace$\1_0$ by
$\1_0"+$ and deduce the result on the original $\1_0$
from the result on $\1_0"+$)

in first line of teh theorm, second line of teh theorem
and first line of proof:

replace $\a$ by $\a"+$

second line of teh proof:
replace $\a$ by $\a~+$

add in teh end of teh proof:

Clearly this family is a famliy of subsets of $\1$
each of cardinality at most $\1_0$ of teh right
cardinality. So we have to prove just that it is
confinal. So let X be a subset of $\1$ of cardinality
at most $\1_0$, and we shall find a member of teh
family which include it. Let $\chi$ be large enough.
By 3.4 we can find an elemntary submodel N of
$(H(\chi ), \in, <"*_\chi )$ , each of cardinality
$\1_0$, for $i \le \d =: [\a~*|"+$

such that $\{ F,\1.0, \a~*,\1, X, f,g \} \in N_i$
and $i<j \rarrow N_i \in N_j $

and condition (b) form 3.4 holds for $f \in F § .
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It is enough to prove that
(*) N_f include N_\d \cap \1

for this it is ehough to prove

(x*x) if $C_\b$ is a club of $\1_) "{\b+1}$ fo reach
$\b<\a"*$ and M is teh Skolem hull in M of

$\cup \{ C_\b : \b<\a"*\}$

then $M$ include $N_d \cap \1$

FOr this we prove by induction on $\g \le \a"&$
that

(x*x)_$\g$ 9$M$ include $\1 \cap \1_0"\g$

case 1: $\g =0%
In this ase as $M$ include $\1_0$ this is trivial

case 2: $\g$ a limit cardinal

ordianl

In this case the induction hypotyhesis implies teh

conclusion trivially
case 3: $\g=\b+1$

use teh induction hypothesis and teh choice of

teh functions f and g
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